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Abstract: In this article discusses the concept of linear wrapper, which is a
fundamental concept in higher algebra and related to the theory of vector spaces. It
defines a linear vector space and introduces the concepts of linear combinations and
linear independence of a set of vectors. It then provides examples to demonstrate the
application of these concepts in determining the linear dependence of a set of vectors.
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Notiuni generale. Conceptul de invelis liniar reprezintd unul dintre con-
ceptele de baza ale algebrei superioare si tine de teoria spatiilor vectoriale (li-
niar). In lucrarea citata [2], conceputul de spatiu vectorial este definit astfel:
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Definitie 1. Fie P(+,") un cAmp arbitrar cu unitate, elementele caruia ulte-
rior le vom numi scalari, si V o multime nevida inzestrata cu o operatie algebri-
ca ,,+”, numitd adunare, elementele careia le vom numi vectori. Vom spune ca
multimea V este un spatiu vectorial (liniar) la stanga peste campul P, daca:

1. Multimea V se organizeaza ca grup comutativ (abelian) fata de adunare, adica:

a) x+y=y+x,Vx,y€eV;

b) x+y)+z=x+Q+2),Vx,y,z€V;

c) 360 € Vastfel incatvx e V,x + 6 =0 + x = x;

d) vx € V,3(—x) € V astfel incatx + (—x) = (—x) + x = 0.

2. Este definitd o lege de compozitie externd P X V — V, notatd (a;x) —

ax, astfel incat Vx,y € V si Va, 8 € P:

a) a(x+y) =ax+ay;

b) (a+B)x = ax + By;

c) (a-B)x = a(Bx);

d) 1x ==x.

Definitie 2. Vom spune cd vectorul b € V este o combinatie liniard a
vectorilor a4, a,,...,a, sau b se exprima liniar prin vectorii sistemului
a,a,...,a,, dacad existd scalarii A;,15,...,4, astfel incidt b = A a, +
Aya,+... +4,a, [1].

Definitie 3. Fie V un spatiu liniar peste cadmpul P si aq,a,,...,a5 €
V. Sistemul de vectori a,,a,,...,a; se numeste liniar dependent, dacd exista
scalarii aq, a,,...,as € P nu toti nuli, astfel incat a;a; + aya,+... +asa, = 0.
In caz contrar, sistemul de vectori se numeste liniar independent [1].

Exemplul 1. Studiati dependenta sistemului de vectori

a; = (2,34);a, = (—1,1,2); a3 = (4,1,2).

Rezolvare. Fie a; € R,i = 1,3 cu a,a; + a,a, + azaz = 0. Substituind
in combinatia liniard vectorii si efectudnd operatiile cu acestia, ea se reduce la
rezolvarea sistemului omogen de ecuatii liniare:

{20(1 — a; +4a3 =0,

30y +a, + a3 =0,
4ay + 20, + 2a3 = 0.
Pentru a stabili daca sistemul de vectori este liniar dependent sau indepen-
dent, este suficient de determinat rangul matricei sistemului. Matricea asociata

sistemului dat este:
2 -1 4
A= <3 1 1).
4 2 2

Efectuand transformari elementare asupra liniilor matricei, se aduce matri-
o A A - B
cea A la forma esalon. Din linia a 2-a se scade linia a Intdia inmultita cu 2 din
. e A . . . 8,
linia a 3-a se scade linia intdia inmultita cu 2 si linia a 2-a inmultita cu o In
rezultat se obtine:
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A=[o0 2 =5
2
0o 0 2

Deoarece rangul matricei A este egal cu numarul vectorilor din sistem,
rang L = rang A = 3, rezultd ca sistemul L este linear independent.
Rispuns. Sistemul de vectori este linear independent.
Exemplul 2. Studiati dependenta sistemului de vectori
a, = (1,1,2,3);a;, = (2,1,1,0); a5 = (4,3,5,6).
Rezolvare. Fie a; € R,i =1,3 cu a,a, + aya, + azas = 0. Sistemul
omogen de ecuatii liniare ce corespunde sistemului de vectori este:
a, + 2a, +4a3 =0,
a, +a, +3a; =0,
2a; +a, +5a; =0,
3a; + 6a; =0.
Efectuand transformari elementare, adica se aduce matricea sistemului la
forma esalon. In rezultat se obtine:

1 2 4
fo -1 -1
4=1o 0 o

0 0 o0

Deci, rangul matricei sistemului este 2 si este mai mic decat numarul de
vectori, ceea ce semnifica ca sistemul de vectori este liniar dependent.

Definitia 4. Fie V un spatiu vectorial peste campul P. Submultimea nevida
L €V se numeste subspatiu in V, daca in raport cu aceleasi operatii care sunt
definite in V 1nsiti L este spatiu vectorial peste P [1].

In aceeasi lucrare sunt indicate conditiile pentru ca o submultime sa fie
subspatiu vectorial si anume: Submultimea nevidd L € V este subspatiu in V,
daca si numai daca ea verifica conditiile:

Vx,yEL=>x+y€L,
VxE€EL a€P>=>ax€L.

Definitia 5. Fie V un spatiu vectorial si a4, a,,...,a, € V. Multimea tutu-
ror combinatiilor liniare posibile ale acestor vectori se numeste invelisul liniar
al acestora si se noteaza cu:

Lin(ay,a,,...,a,) = {aya; + aya,+... +aya,, a; ER,i=1,n}. [1].

Invelisul liniar al unui sistem de vectori reprezinti cel mai mic subspatiu
vectorial ce contine acesti vectori, iar cel mai mare subspatiu este V. Daca
sistemul de vectori a4, a,,...,a, este bazd a spatiului vectorial V, atunci
Lin(aq,ay,...,a,) =V.

Exemplul 2. Determinati cel mai mic subspatiu vectorial al spatiului R3
ce contine vectorii

a, = (3,1,0),a, = (0,2,1),a; = (9,5,1).
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Rezolvare. Deoarece din R3 = 3 si sistemul de vectori contine trei vectori,
obtinem cd dacd vectorii sunt liniari independenti, atunci Lin(ay, a,, az) = R3.
Astfel, vom studia mai intai independenta liniard a vectorilor. In acest scop,
vom calcula determinantul ce are in calitate de coloane coordonatele vectorilor.
Daca determinantul este 0, atunci vectorii sunt liniari dependenti, in caz contrar
sunt liniari independenti.

3 0 9
1 2 5/=6+9 —15=0.
01 1

Deci, sistemul de vectori este liniar dependent, iar invelisul liniar nu coin-
cide cu spatiul R3. Determinim combinatia liniard a vectorilor a,, a,, as.
a,a, + aya, + aza; = a,(3,1,0) + a,(0,2,1) + a5(9,5,1) =
= (Ba; +9a5,a; + 2a, + 5a5,a, + a3)
Lin(ay, ay,a3) = {(3a; +9a3,a;, + 2a, + 5a3,a, + a3)|ay, @y, a3 € R}.
Orice invelis liniar este caracterizat de un sistem de ecuatii liniare omogen
compatibil nedeterminat.
Determinarea invelisului liniar caracterizat de un sistem de ecuatii
liniare omogene
Definitie 6. Sistemul de ecuatii liniare
a11X1 + apx+. .. Fax, = by,
ay1X1 + a22x2+. .. -I-aann = bz, a

Am1X1 + ApaXo+.. . + Ay Xy = byy,.
se numeste omogen daca termenii liberi ai tuturor ecuatiilor sunt 0 [3].
Forma generald a unui sistem de m ecuatii liniare omogene CuU n necunos-
cute este:

A1 X1+ .. +apnx, = 0.
Observatie. Daca numarul de ecuatii este mai mic decat numarul de necu-
noscute, atunci sistemul este compatibil nedeterminat.
Pentru a determina invelisul liniar caracterizat de un sistem de ecuatii li-
niare omogene, procedeaza astfel:
1) se rezolva sistemul de ecuatii si se determina solutia generala a sistemului
prin metoda Gauss sau Gauss-Jordan;
2) se determind sistemul fundamental de solutii, substituind in locul variabi-
lelor din solutia generald coordonatele vectorilor unitari;
3) se construieste invelisul liniar pentru sistemul fundamental de solutii.
Exemplu. Determinati invelisul liniar caracterizat de sistemul omogen de
ecuatii liniare
X1+x, +10x3 + x4 — x5 =0
X1—X; +8x3 — 2x4 + 2x5 =0
3x,—3x, — 12x3 —4x, + 4x5 =0
35



Rezolvare. Utilizand metoda Gauss-Jordan, se rezolva sistemul de ecuatii
pentru a determina solutia generald a sistemului omogen de ecuatii liniare.
1 1 10 1 -1j0 6 0 18 [-1] 110
A=<5 8 -2 2 o>~<—5 1 -8 2 _20>~
3 -3 —-12 —4 410 -12 0 -36 2 =210
-6 0 —-18 1 -1|0
~ ( 7 1 28 0 O 0>
0 0 0 0 010
Din matricea obtinutd se determind sistemul de ecuatii omogene, elimi-
nand ultima linie
—6x,—18x3 + x4, — x5 =0, X4 = 6x1 + 18x3 + x5,
{ 7x1+x, +28x3 =0 { X, = —7x; — 28x3.
Consideram in calitate de baza vectorii xq, X3, Xs. in baza acestora, se de-
termina sistemul fundamental de solutii:
X1 X2 X3 X4 Xs
1 -7 0 6 0
0 -28 1 18 0
0 0 0 1 1
Sistemul fundamental de solutii al sistemului omogen de ecuatii liniare este
fi=0,-7,0,6,0),f, =(0,—28,1,18,0), f3 = (0,0,0,1, 1).
Construim invelisul liniar caracterizat de vectorii fi, f5, f3:
Lin (f, fo. f3) ={a1f1 + a2 fo + asfslay, az, a3 € R}.
Determinam combinatia liniard a vectorilor f3, f5, f3.
afy + ayf, + asfs = a1(1,-7,0,6,0) + a,(0,—28,1,18,0) + a5(0,0,0,1,1)
= (a;, —7a; — 28a,, a,, 6, + 18a, + a3, as3)
Rispuns. Invelisul liniar caracterizat de sistemul omogen de ecuatii linia-
re este
Lin (fy, f2, f3) = {(ay, =7y — 28a,, @y, 6a; + 18a, + a3, as)|ay, a3, az € R}
Determinarea sistemului minimal de ecuatii liniare omogene caracte-
rizat de un invelis liniar
Corespondenta dintre sistemele de ecuatii liniare omogene si invelisul liniar
al unui sistem de vectori reprezintd o corespondentd biunivoca, adicd cunoscand
inveligul liniar se poate determina un sistem de ecuatii liniare omogene ce carac-
terizeaza acest invelis. Acest sistem nu este unic, insd este minimal, iar celelalte
ecuatii ale sistemului reprezinta combinatii liniare ale ecuatiilor determinate.
Pentru determinarea sistemului minimal de ecuatii liniare omogene ca-
racterizat de un invelis liniar, se procedeaza astfel:
1) se construieste matricea M ce are in calitate de coloane coordonatele vecto-
rilor;
2) se determind din Lin, calculand rangul matricei M;
3) se determind o baza a invelisului liniar;
4) se determina sistemul fundamental de solutii;
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5) se determina sistemul de ecuatii liniare omogene. Fiecare vector al siste-
mului fundamental de solutii contine coeficientii unei ecuatii in sistemul
de ecuatii liniare omogene.

Observatie. Daca dim V = n si dim Lin = m atunci sistemul fundamen-
tal de solutii contine n — m vectori.
Exemplu. Compuneti sistemul omogen de ecuatii liniare ce defineste in
R* subspatiul Lin(aq,a,, as,a,), daci a; = (1,1,2,2),a, = (2,3,2,3),a; =
(4,7,2,5),a, = (5,7,6,8).
Rezolvare. Construim matricea M ce are in calitate de coloane coordo-
natele vectorilor:
1 2 4 5
v=|1 377
2 2 2 6
2 3 5 8
Pentru a determina dimensiunea invelisului liniar si o baza a acestuia,
aducem matricea M la forma esalon. In acest scop, din linia a doua scidem
prima linie, la linia a 3-a adundm prima linie inmultita cu -2, iar din a 4-a linie
scidem a 3-a. In rezultat obtinem:

1 2 4 5
0 1 3 2
0 -2 -6 —4
0 1 3 2

Apoi pastram primele doua linii, la linia a 3-a adunam linia a 2-a inmultita
cu 2, iar din linia a 4-a scidem a doua si obtinem:

1 2 4 5
01 3 2
0 0 0 O
0 0 0 O

Deci, rang M = 2, ceea ce implicd ca dim Lin(ay,a,,as,a,) = 2. in
calitate de bazad a invelisului liniar putem considera vectorii a; si a,. Dimen-
siunea sistemului fundamental de solutii este:

dimR* — dim Lin(ay,a,,a3,a,) =4 — 2 = 2.

Deci, sistemul fundamental de solutii contine 2 vectori. Determinam

sistemul fundamental de solutii (f3, f5)
X1 X2 X3 X4
2 -3 1 0
-1 -2 0 1
Pentru x; = 1,x, = 0, avem:
{x1+2x2+4=0=>{x1 =—2x2—4=>{x1 =
X, +3=0 Xy = —2 X, =
Pentru x; = 0, x, = 4, avem:

_23 = f, = (2,-3,1,0)

37



; = f=(-1,-201)

{x1+2x2+5=0 {x1=—2x2—5 {x1=—
=
X, +2=0 X, = —2
Pentru fiecare vector din sistemul fundamental de solutii scriem ecuatia
omogena.
2%, - 3%, +x3=0
{—xl - 2x,+x,=0
Rispuns. Sistemul omogen de ecuatii liniare ce defineste in R* subspatiul
Lin(a4, a,, az, a,) este:
2x1- 3%, +x3=0
{—xl -2x,+x,=0
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