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Rezumat: Acest articol prezintă probleme care duc la găsirea locației zerouri-

lor unui polinom pe plan complex. Sunt prezentate și conceptele de funcții holomorfe, 

puncte singulare izolate, clasificarea punctelor singulare izolate, conceptul de reziduu. 
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Введение: Решение многих прикладных задач связано с нахождением 

числа нулей функции, расположенных в определѐнной области. Например, 

при исследовании устойчивости (свойство решения дифференциального 

уравнения притягивать к себе другие решения при условии достаточной бли-

зости их начальных данных) решений дифференциальных уравнений ин-

терес представляют нули характеристического многочлена, расположенные 

в левой полуплоскости. Если все корни уравнения лежат в левой полу-

плоскости комплексной плоскости   (т.е. это отрицательные действитель-

ные числа или мнимые числа с отрицательной действительной частью), то 

положение равновесия системы асимптотически устойчиво. Если хотя бы 

один из этих корней лежит в правой полуплоскости, то оно неустойчиво.  

     дифференцируемость функций: Дифференцируемость функции 
означает возможность выделения в ее приращении главной линейной 

части называемой дифференциалом функции. В комплексном анализе, в 
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соответствии с двумя аспектами линейности существуют также два поня-

тия дифференцируемости. 

Определение      дифференцируемой функции: [1, стр. 123] Фик-

сируем точку   ∈   и какую-то еѐ окрестность  . Функция           

называется   дифференцируемой (соответственно    дифференцируе-

мой) в точке   , если для достаточно малых приращений аргумента, 
        приращение функции в этой точке может быть записано в форме:  

                              
где    для фиксированной точки   , является   линейной функцией 
(соответственно    линейной функцией), а       бесконечно малое 

высшего порядка относительно     то есть 
     

  
  , когда          

Теорема: [1, стр.131] Функция    определѐнная в окрестности точки 
    является    дифференцируемой в этой точке тогда и только тогда, 

когда она   дифференцируема в точке    и удовлетворяется условие 
Коши-Римана 

  

  ̅
        

Определение голоморфной функции: [1, стр.140] Функция         
  называется голоморфной в точке   ∈  , если она    дифференцируема 
в окрестности каждой точки этой области.  

Изолированные особые точки: Самым простейшим типом точек, в 
которых голоморфность функций нарушается являются изолированные 
особые точки.  

Классификация изолированных особых точек: [1, стр.164] В зависи-

мости от поведения функции   в окрестности изолированной особой точ-

ки выделяют три вида особых точек: устранимые особые точки, полюсы и 

существенно особые точки. 

Пусть  ∈   есть изолированная особая точка для функций     
    (в этом случае      но является предельной точкой для   и су-

ществует     такое что {         }      Изолированная особая 
точка   функции   называется  

I. устранимой точкой, если существует конечный предел 

   
   

        

II. полюсом, если существует предел 
   
   

        

III. существенно особой точкой, если   не имеет ни конечного, ни 
бесконечного предела  

    
   

      

Пример 1: Найти изолированные особые точки заданной функции и уста-

новить их тип. 
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Голоморфное выражение данной функции       
        

           
 

    

    
 – 

частное двух голоморфных на всей комплексной плоскости функций. 

                                  Следовательно, особыми точка-
ми этой функции могут быть только нули знаменателя. Находим нули зна-
менателя: 

                                  
В точке       

   
   

        

           
     

следовательно, точка      – является полюсом третьего порядка. В 

точке      :  

   
    

        

           
   

 

   
  

следовательно, точка       – является устранимой особой точкой.  

Пример 2: Найти изолированные особые точки заданной функции и уста-
новить их тип. 

        
 

    
  

Особой точкой функции является значение       Найдем тип дан-

ной точки:  

Так как     
    

   
 

    
  

Точка      – является существенно особой точкой. 

Определение и вычисление вычета в конечной изолированной особой 

точке: [1, стр. 132] Пусть  ∈   – изолированная особая точка для функ-

ции    Вычетом функции   относительно точки   называется комплексное 

число, равное значению интеграла 
 

   
∫        
  

 то есть коэффициент     

из разложения ряда Лорана функции   по степеням разности       
Рассмотрим формулы вычисления вычетов относительно изолиро-

ванных особых точек. 

1. Если  ∈    устранимая особая точка, то вычет в ней равен нулю, 
т.е.  

               
поскольку разложение в ряд Лорана в окрестности устранимой точки 
не содержит отрицательных степеней.  

2. Если  ∈    существенно особая точка, то  
             

т.е. вычет находится из разложения функции в ряд Лорана.  
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3. Если  ∈    полюс порядка   для функции  , то формула для 
вычисления вычета имеет вид:  

        
 

      
    
   

    

     
(          )  

4. В частности, если  ∈    простой полюс для функции  , то формула 
для вычисления вычета имеет вид:  

           
   

           

Пример 3: Найти вычеты функции       
     

      
 относительно еѐ ко-

нечных особых точек.  

Решение: Особая точка     является полюсом третьего порядка, 

поэтому по формуле получаем:  

        
 

  
   
   

(
     

      
      )

  

 
 

 
   
   

           
 

 
   
   

          

          
Принцип аргумента: [6, cтр. 155] Пусть функция      регулярна в 

области    за исключением, быть может, полюсов, и пусть    ограничен-

ная односвязная область, лежащая в области   вместе со своей границей  . 

Если функция      не имеет на   ни нулей, ни полюсов, то  

     
 

   
 ∫

     

    
   

 

 

где    число нулей,    число полюсов функции в области с учѐтом их 

кратностей, т.е. каждый нуль считается столько раз, какова его кратность, 

а каждый полюс – такое количество раз, каков его порядок. 

Формулу можно записать иначе  

     
 

  
            

Здесь            приращение аргумента функции      при обходе 

кривой   в положительном направлении. 

Теорема Руше: [6, cтр. 156] При подсчѐте числа нулей регулярной 
функции в заданной области часто применяется следующая теорема:  

Пусть функции      и      регулярны в ограниченной односвязной 
области   и на еѐ границе   и пусть для всех  ∈   имеет место неравенство  

               
Тогда функции      и                имеют в области   одинаковое 

число нулей. 

Пример 4: Найти число корней уравнения               внут-
ри круга        Решение: Обозначим                          
Если  ∈                то  

                              , 
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откуда               при  ∈    По теореме Руше число корней исход-

ного уравнения в круге       совпадает с числом корней уравнения 

                           т.е. равно 4. 
Пример 5: Найти число нулей многочлена               в области  : 

a)          
b)           
a) Решение: Обозначим                      На границе области, 

т.е. для точек, удовлетворяющих условию        имеем  
                                    , 

Условия теоремы Руше выполняются и, следовательно, число нулей дан-

ного многочлена в области       совпадает с числом нулей функции 

         в этой области. Так как многочлен          не имеет корней, 

то заключаем, что и многочлен         в области       не имеет нулей. 

b) Решение: В силу того, что в круге       многочлен не имеет нулей, 

то для нахождения нулей в кольце           достаточно найти 

их число в кргуе      . 

Обозначим                      На границе области, т.е. для 
точек, удовлетворяющих условию        имеем  

                                        , 

Условия теоремы Руше выполняются, и искомое число нулей совпа-

дает с числом нулей многочлена           Так как этот многочлен в 
области       имеет корень     кратности    , то получаем, что 

многочлен         в кольце           имеет три нуля. 

Выводы: В данной работе проведено исследование теории вычетов и 
ее применения к нахождению расположения нулей многочлена на ком-

плексной плоскости. На основании изученного материала и примененных 

навыков можно сделать вывод, что теория вычетов позволяет оптимизи-

ровать и нахождение расположения нулей многочлена на комплексной 
плоскости. Данная работа позволила структурировать информацию, изу-

ченную ранее, в полной мере изучить понятия голоморфных функций, 

особых точек и самого понятия вычета. 
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Abstract: In this article we will study the notion of matrix. The application of 

matrices in practical problems, as well as in applied problems from different fields 

such as economics, chemistry, psychology. Thus, the importance of studying mathe-

matics in various fields becomes relevant. 
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Urmele utilizării matricilor datează din primele secole î.Hr. De-a lungul 

istoriei, matematicienii, în timpul studiului sistemelor liniare, au aranjat coefici-

enții sistemului sub formă de tabel, ceea ce relevă utilizarea matricelor din cele 

mai vechi timpuri. Cu toate acestea, abia în secolul al XVII-lea, ideea matricilor a 

fost reînviată și dezvoltată, mai întâi cu rezultate și idei obținute în contexte 

specifice de studiu, apoi cu generalizarea lor. Dezvoltarea a continuat în cele 

din urmă până când teoria matricii a primit forma pe care o cunoaștem astăzi. 

Definiție. Se numește matrice de tip       sau        ∈  ∗ un tablou  

  (

          
          
    

          

,  

format din     elemente aranjate în   linii și   coloane [1, p. 185]. 

Dacă       matricea se numeşte matrice pătratică de ordinul n. 

Matricea pătratică de ordinul n de forma    (

    
    
    
     

) 

se numeşte matrice unitate şi se mai notează cu   [1, p. 186]. 

Utilizarea matricelor în economie 
Problema 1. Cinci şantiere de construcţie C1, C2, C3, C4, C5 folosesc cără-

midă produsă la fabrici amplasate în localităţile A, B, C. Numărul de paleţi cu 


