CZU 517.518.2

MULTIMI DE PARASTROFI AI QUASIGRUPULUI CARACTERIZAT
DE OPERATIA A(x,y) = ax + by (imod 9)

Vadim POGOR, student, Facultatea de Stiinte Reale, Economice
si ale Mediului, Universitatea de Stat ,, Alecu Russo” din Balti
Conducitor stiintific: Tatiana ROTARI, asist. univ.

Abstract: Quasigroup theory is a fairly young branch of contemporary
algebra, applied in code theory and cryptology. For this purpose, a special class of
quasigroups is studied, called T-quasigroups, which has the following form
A(x,y) = ax + by + c¢. This article presents a study of a class of quasigroups
determined by the followinig operation A(x,y) = ax + by (mod n), in particular,
when n is a compound number, especially for n = 9. This article also presents a
study of conjugate sets of the following quasigroup A(x,y) = ax + by (mod 9).
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Teoria quasigrupurilor reprezintd o ramura destul de tinard a algebrei
contemporane, ce a aparut in anii *30 ai sec. XX, odata cu publicarea lucrarilor
lui Routh Maufang, in care este aratatd legatura dintre planele proiective
nedesangruene si patratele latine [3].

Fie Q — o multime, A — o lege de compozitiile definita pe multimea Q, con-
form cireia fiecarui element (x,y) € Q2 i se pune in corespondentd elementul
A(x,y) € Q.

Definitie 1. Perechea ordonata (@, A) se numeste quasigrup, daca ecuatiile
A(a,x) =bsiA(y,a) = b, (D)
sunt rezolvabile, univoc pentru orice Va, b € Q [1].

De rand cu fiecare operatie algebrica A, se defineste un sistem de operatii

inverse, numit sistem de operatii conjugate (parastrofi) si anume

Y(A) ={A, '4, TA, A, TA, $A), (2)
unde A(x,y) =z, 'A(z,y) =x, "A(x,2) =y, TAW,2) = x, "A(z,x) =y,
SA(y,x) = z.
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Multimea de parastrofi a unui quasigrup, din punct de vedere a suprapu-
nerii acestora (egalitatii parastrofilor) este studiata in lucrarea [1].

In functie de operatia algebrica definita pe multimea Q si proprietatile ei,
au fost studiate diverse clase de quasigrupuri. Una dintre cele mai populare cla-
se este clasa T-quasigrupurilor, definita astfel:

Definitie 2. Un quasigrup (@, A) se numeste T-quasigrup, dacd existad grupul
abelian Q(+), automorfismele acestuia a si b si un element fixat c, astfel incat
A(x,y) = ax + by + c, pentru orice Vx,y € Q [2].

Un caz particular al T-quasigrupurilor reprezintd quasigrupurile definite

de operatia

A(x,y) = ax + by (mod n),
definitd pe inelul claselor de resturi Z,. In acest caz, elementele a si b
reprezintd automorfisme ale inelului Z,,, daca a si b sunt reciproc prime cu n.

Dupa cum este cunoscut, multimea de parastrofi a unui quasigrup poate
contine 1, 2, 3 sau 6 parastrofi distincti. Multimea de parastrofi distincti cu va-
riantele de suprapunere sunt aratate in lucrérile [1, 2, 4].

Teorema 1. Un quasigrup (Q, A) admite urmatoarele multimi posibile de para-
strofi:

2,(4) = {4}

S,(A)={A A}={A="A="14, 'A= TA= A}

SA) ={4, 'A, TA'TA, T4, SA}

£3(4) = {4, '"A, "' A}, cu urmatoarele 3 posibilitati:

Sl A) ={A= "4 'A="4"4= S4)

S2A)={A= 'A"A=""4"A= A}

B3 ) ={A= %A 'A="14,7A="4}

In aceleasi lucriri, sunt aritate formele generale ale multimilor de
parastrofi caracterizate de operatia A(x,y) = ax + by (imod n), pentru fiecare
dintre multimile indicate. Pentru fiecare dintre ele se indica ordinul operatiei
pentru care acestea existd, predominant pentru modul prim.

O problemd acutd reprezinta determinarea multimilor de parastrofi
distincti In raport cu modulul compus, deoarece in raport cu modul prim,
elementele a~?! totdeauna existd. In continuare vor fi determinate multimile de
parastrofi ai quasigrupurilor generate de operatia
A(x,y) = ax + by (mod 9).

Reiesind din faptul, ca orice parastrof dintr-o multime ).(A4), genereaza un
alt parastrof din aceeasi multime, este suficient de determinat toate combinatiile
posibile de coeficinenti, iar daca combinatia (a, b) genereaza o operatie, atunci
parastroful °A are coeficientii (b, a).

Definitie 3. Fie (@,-) — un inel. Elementul nenul a € Q@ se numeste divizor al
lui zero, daca exista elementul nenul b € Q, astfel incat a * b = 0.
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De exemplu, in inelul Z, elementele 2, 3, 4 sunt divizori ai lui zero in acest
inel, decarece 2 * 3 = 0,3 *4 = 0. in inelul Z, nu exista divizori ai lui zero. in
caz general, inelul Zy, unde p — un numdr prim, este lipsit de divizorii lui zero.
Corolar. Elementul a € Z,, n€ N, n >3, este automorfism al grupului
abelian (Z,,, +), daca si numai daca a este coprim cu n.

In baza acestui corolar, se obtine ci operatia A(x,y) = ax + by (mod 9)
(6) defineste un quasigrup pe inelul Z,, daca si numai dacd numerele a si b
sunt coprime cu n. Deci pentru a determina multimea de parastrofi distincti ai
quasigrupului se va tine cont de divizorii lui zero in inelul corespunzator.

Multimea de parastrofi distincti in inelul Zq

Numadrul 9 este un numar compus, reiese ca acest inel admite divizori ai
lui zero si anume 0, 3, 6. Astfel, coeficientii operatiei algebrice pot fi 1, 2, 4, 5,
7, 8. In total exista 36 operatii algebrice de forma indicata. Insa, daci o anumi-
ta operatie apartine unei multimi de parastrofi, atunci orice parastrof al acesteia
genereaza aceeasi multime. Dupa cum a fost aratat in lucrarile [1, 2, 4], multi-
mile de parastrofi ai unui quasigrup poate fi de tipul £,(4), £,(4), Z1(4),
$2(A), £3(A4), Z¢(A). In continuare, pentru fiecare operatie se va stabili tipul
multimii de parastrofi caruia ii apartine.

In rezultatul calculelor s-a stabilit ca existd un singur quasigrup de ordinul
9, multimea de parastrofi a caruia contine un singur parastrof si anume
(Zy,A): A(x,y) = 8x + 8y (mod 9) (8). Acest quasigrup se numeste quasigrup
total simetric sau TS-quasigrup.

In lucrarea [3], Belousov defineste conceptul de TS-quasigrup in felul ur-
mator.

Definitie 4. Quasigrupul (Q,A) se numeste TS-qusigrup daca pentru orice
Vx,y € Q au loc relatiile:

X A, y) = A, x) st A(x, A(x, y)) =y )

In aceeasi lucrare, Belousov demonstreaza cd multimea de parastrofi
distincti ai unui TS-quasigrup contine o singura operatie. Vom arata ca operatia
definita de (8) este TS-quasigrup, adica satisface relatiile (9). Deoarece (Zy, +)
este grup abelian, reiese ci operatia ,,+” este comutativi. In rezultat obtinem:

A(x,y) = 8x + 8y (mod 9) = 8y + 8y (mod 9) = A(y,x)
A(x,A(x,y)) = 8x + 8(8x + 8y) (mod 9) = 8x + 64x + 64y (mod 9) =
= 72x + 64y (mod 9)
Insa 72x = 9+ 8x = 0 (mod 9) si 64y = 63y +y (mod 9), iar 63y =9+ 7y =
0 (mod 9), obtinem cd 64y = y (mod 9).
A(x,A(x,y)) =0 +y =y (mod 9)
Astfel, cele doud relatii (9) sunt satisfacute, iar operatia A(x,y) = 8x +
8y (mod 9) defineste un TS-quasigrup.
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Existd un singur quasigrup de ordinul 9, definit de operatia A(x,y) =
ax + by (mod 9), multimea de parastrofi a caruia este de tipul Z,. Acest quasi-
grup este generat de operatia

A(x,y) = 2x + 5y (mod 9)

Conform formei multimii de parastrofi de tipul Z,(A), avem ca:

$,(A)={A A ={A="A="14, A= TA= SA)

In lucrarile [1, 2, 4] este demonstrat ci, dacd multimea de parastrofi ai
quasigrupului este de tipul Z,(A), atunci operatia este A(x,y) =a lx +
ay (modn), unde a #n—1,a#a ! si a® =n—11n Z,. Calculele directe
aratd ca doar 23 = 8 (mod 9) si 271 = 5 (mod 9).

Astfel multimea de parastrofi ai acestui quasigrup este

2,(4) = {2x + 5y (mod 9), 5x + 2y (mod 9)}

Alte quasigrupuri in inelul Z4 ce au multimea de parastrofi de tipul £,(A) nu sunt.

In cazul in care multimea de parastrofi a unui quasigrup este de tipul
¥ (4), atunci sunt posibile 3 variante de suprapunere a parastrofilor

1A ={A4= "4 'A="4"4= 54}
S2()={A= "4, TA="T14"4= 54}
S3A) ={A= A 'A="4"A="4)

Multimele de parastrofi £3(4),22(4),23(A) sunt multimi izomorfe prin
transformari parastrofice, adicd, considerand, o transformare parastrofica de la
o multime se obtine una dintre celelalte multimi sau Insasi multimea. Din aceste
considerente, din punct de vedere al studierii operatiilor ce reprezinta un sistem de
parastrofi distincti, este suficient de studiat una dintre aceste forme de parastrofi.

Evident cd, dacd A = A, atunci operatia algebrica este comutativa. Ast-
fel, pentru a determina quasigrupurile ce au multimile de parastrofi de tipul
23(A) este suficient de studiat operatiile A(x,y) = ax + ay (mod 9), unde
a # 8. Dintre toate operatiile definite pe Zg, operatiile
A (x,y) =x+y(mod9), A,(x,y) = 2x + 2y (mod 9), A3(x,y) = 4x +
4y (mod 9), A,(x,y) = 5x + 5y (mod 9), As(x,y) = 7x + 7y (mod 9) au
multimea de parastrofi de tipul 3 (A). In plus, multimile de parastrofi ale
acestor qusigrupuri sunt:

23(A,) = {x + y (mod 9),x + 8y (mod 9),8x + y (mod 9)}

3(4,) = {2x + 2y (mod 9), 5x + 8y (mod 9), 8x + 5y (mod 9)}

3(43) = {4x + 4y (mod 9), 7x + 8y (mod 9),8x + 7y (mod 9)}
23(4,) = {5x + 5y (mod 9), 2x + 8y (mod 9), 8x + 2y (mod 9)}
23(45) = {7x + 7y (mod 9), 4x + 8y (mod 9), 8x + 4y (mod 9)}

Definitie 5. Quasigrupul (@,4) se numeste idempotent, daca pentru orice

Vx € @ are loc relatia

™M M

A(x,x) =x (10)
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Analizand multimile de parastrofi de mai sus, observam ca existd o sin-
gura operatie ce satisface relatia (10) si anume A(x,y) = 5x + 5y (mod 9).
Intr-adevar, A(x,x) =5x +5x = 10x = x (mod 9). In plus, fiecare
parastrof al acestui quasigrup este idempotent (vezi Tabelul 1).
Tabelul 1. Idempotenya quasigrupurilor 23 (4,)
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= 54
= 5x 4+ 5y (mod 9)

rA=er

= 2x + 8y (mod 9)

lA=rlA
= 8x + 2y (mod 9)

Celelalte multimi de parastrofi nu contin quasigrupuri idempotente. In
acelasi timp, multimile de parastrofi de tipul 3 (A) si £3(A) sunt aceleasi ca si
23(A), doar ci operatia initiald este consideratd unul dintre parastrofii operatiei
A(x,y) = ax +y (mod 9).

Un caz important de quasigrupuri o reprezintd clasa DC-quasigrupurilor
(distinct conjugates quasigrups). Aceastd clasa se caracterizeaza prin faptul ca
multimea de parastrofi ai acestui quasigrup este completd, adica contine 6 para-

strofi distincti.

In inelul Z, exista trei multimi de parastrofi ce sunt complete. Toate cele-
lalte multimi de parastrofi distinti sunt generate de unul dintre parastorfii aces-
tor quasigrupuri. Operatiie de baza ce genereazd DC-quasigrupuri in Zg sunt:
Ag(x,y) = x+ 2y (mod 9), 4;(x,y) = x + 4y (mod 9), Ag(x,y) = 2x +

4y (mod 9).

Multimile de parastrofi ale acestor quasigrupuri sunt:

Ti(4g) = {x + 2y (mod 9),2x + y (mod 9),x + 7y (mod 9), 7x + y (mod 9),

4x 4+ 5y (mod 9),5x + 4y (mod 9)}

22(A,) = {x + 4y (mod 9), 4x + y (mod 9), x + 5y (mod 9), 5x + y (mod 9),

2x + 7y (mod 9), 7x + 2y (mod 9)}

T3(Ag) = {2x + 4y (mod 9),4x + 2y (mod 9), 4x + 7y (mod 9), 7x
+ 4y (mod 9),

5x + 7y (mod 9), 7x + 5y (mod 9)}

74




Nici unul dintre quasigrupurile respective, precum si nici unul dintre parastrofii
acestora nu este idempotent.

Definitie 6. Fie (Q,A) — un quasigrup. Elementrul e se numeste element
neutru la dreapta, daca petru orice Vx € Q are loc relatia A(x, e) = x [3].
Elementul f se numeste element neutru la stdnga, daca pentru orice Vx € Q are
loc relatia A(f,x) = x. Daca f = e, atunci avem un quasigrup cu unitate ce se
numeste bucla.

Dintre toate quasigrupurile reprezentate, avem o bucla ce este generata de
operatia A(x, y) = x + y (imod 9) cu unitatea 0, o serie de quasigrupuri cu
unitate la dreapta ce au forma A(x,y) = x + ay (mod 9) si o serie de
quasigrupuri ce au unitate la stanga descrise de operatiile A(x,y) = ax +
y (mod 9), unde a # {0, 1,3, 6}.

In Tabelul 2, sunt prezentate exemple ale quasigrupurilor cu unitatea 0, cu
unitate la stdnga si unitate la dreapta.

Tabelul 2. Quasigrupurile cu: a. unitatea 0, b. unitatea la stdnga, c. unitatea la

dreapta

a0 12345678 bjo0 123456738 cl0123456738
00012345678 00024681357 000123456738
11123456780 1113570246 8 11234567801
20234567801 20246813570 20456780123
3345678012 33570246181 316 78012345
4456780123 4468135702 4801234567
5567801234 5570246813 51234567280
6|6 78012345 6681357024 6345678012
77780123456 7702468135 7567801234
80801234567 8813570246/ 8780123456
Alx,y) =x +y (mod 9) i(;c’-};)zy (mod 9) iozc‘xy}r y (mod 9)
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