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Abstract: The concept of linear congruence is studied in the university course
of Algebra and Number Theory, as a fundamental notion of study in the Mathema-
tics and Computer Science specialty. During the course, some learning difficulties
arise, which are influenced by various factors. One of these factors is the limited
number of exercises provided in the problem sets for the given topic, as well as the
wide variety of methods used to solve them.
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Teoria numerelor este cea mai veche ramura a matematicii, fiind o ramura
purd dedicatd in primul rand studiului numerelor intregi. Numerele intregi pot
fi luate fie ca atare, fie ca solutii ale ecuatiilor. Intrebarile din teoria numerelor
sunt deseori intelese cel mai bine prin studiul obiectelor analitice care codifica
proprietatile numerelor intregi, prime sau altor obiecte teoretice numerice.

Termenul mai vechi pentru teoria numerelor este aritmetica. La inceputul
secolului al XX-lea, el a fost inlocuit de ,,teoria numerelor”. Utilizarea terme-
nului ,,aritmeticd” pentru teoria numerelor a recastigat un anumit nivel in a
doua jumatate a secolului XX, probabil datoritd influentei franceze.

Conceptul de congruenta liniard se aseamana destul de mult cu acela de
ecuatie liniara, atat ca forma, dar si ca sens. In continuare se va descrie si se va
caracteriza acest concept.

Definitia 1. Doua numere a si b se numesc congruente dupd modulul m
daca fiind impartite la m dau acelasi rest [1].

De exemplu, numerele 13 si 16 sunt congruente dupa modulul 3, deoarece
restul impartirii acestor numere la 3 este 1 pentru fiecare din ele.

Definitia 2. Expresia de forma

ax = b (mod m) Q)

se numeste congruenta liniara cu o necunoscuta [1, 2].

A rezolva o congruentd liniard Tnseamna a determina clasa de numere care
fiind inmultite cu a, iar mai apoi sa fie Impartite la m sa dea restul egal cu b.
Congruetele liniare pot avea 0, 1 sau mai multe solutii. Pentru a determina
numarul de solutii ale congruentei liniare se verificd urmatoarele conditii:

1. daca (a,m) = 1, atunci congruenta are o singura solutie.
2. dacd (a,m) = dsid t b, atunci congruenta nu are solutii.
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3. dacd (a,m) = dsid | b, atunci congruenta are d solutii.

Exemplul 1. Congruenta
3x = 4 (mod 11)
congruenta are o singura solutie, deoarece numerele 3 si 11 sunt reciproc prime.

Exemplul 2. Congruenta

6x = 13 (mod 24).

Deoarece cel mai mare divizor comun al numerelor 6 si 24 este 2, iar 13
nu se divide prin 2, reiese ca congruenta nu admite solutii.

Este de evidentiat faptul ca, solutia unei congruente liniare nu este un numar,
ci o clasa de rest (o0 multime de numere care fiind impartite la m da acelasi rest).

Metoda probelor. Una din cele mai cunoscute si folosite metoda de rezol-
vare a congruentelor liniare este metoda probelor. Aceastd metoda constda in
urmatoarele:

1. se determindm numarul de solutii;

2. se determina sistemul complet de resturi;

3. se substituie treptat clasele de resturi in congruentd pana se determina toa-
te solutiile.

Spre deosebire de cazul cand modulul este prim, in cazul in care modulul
este compus, este necesar de tinut cont de faptul ca nu orice clasa de rest poate fi
solutie a congruentei liniare, precum si de faptul ca congruenta poate avea mai
multe solutii. Dacd congruenta are solutie unicd, termenul liber si modulul nu
sunt numere reciproc prime, atunci solutia congruentei la fel nu este reciproc
prima cu modulul. Daca insa congruenta liniard are mai multe solutii, atunci se
procedeaza astfel:

1. se determind numarul de solutii ale congruentei (1).

2. se impart ambele parti ale congruentei si modulul la numarul de solutii.
Congruenta noua obtinutd poate fi atat o congruenta liniard in raport cu
modulul prim, cat si in raport cu modulul compus.

3. se determind solutia congruentei prin metoda probelor descrisa sus, apoi
se genereaza solutiile congruentei in felul urmator:

a) dupa simplificarea congruentei (1) prin k obtinem:

a'x =b" (modm'), (2)
undea =a'k,b =b'k,m =m'k.

b) fie x" = ¢ (mod m"), atunci

x = c (mod m)

este o solutie a congruentei initiale.

4. se genereaza celelalte k — 1 solutii:

x = ¢ + m'(mod m),
x = ¢ + 2m' (mod m),

(3)

x=c+ (k—1)m' (mod m).
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Exemplul 3. Rezolvati congruenta: 2x = 7 (mod 21).

Rezolvare. Deoarece 2 si 21 sunt numere reciproc prime, iar (7,21) = 7,
reiese ca solutia congruentei este generatd de un numar ce nu este prim cu mo-
dului si nici cu 7, adica se cduta solutia congruentei printre 7 si 14.

XxX=7=2-7=14 (mod 21),
x=14= 2-14 =7 (mod 21).

Deoarece congruenta are o singura solutie, reiese sa solutia a fost gasita si

anume:
x=14(mod21) ©x =14+ 24t,t €L

Rispuns. S = {14 + 21t,t € Z}

Exemplul 4. Rezolvati congruenta: 38x = 4 (mod 26). [4]

Rezolvare. Deoarece (38,26) = 2 si 4 se divide prin 2, reiese cd ecuatia
are doud solutii. Simplificind congruenta prin 2, se obtine:

19x = 2 (mod 13)

Deoarece (13,19) = 1, reiese ca congruenta noud obtinutd poseda solutie

unica. Se determina clasele de rest modulul 13:
Z3=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.

Prin substitutii succesive se determina solutia congruentei in raport cu mo-

dulul 13 si anume:
x=5=19-5=95-7-13 = 4 = 4 (mod 13).

Deoarece congruenta initiala a avut solutii multiple, se genereaza solutiile

in raport cu modulul 26.
x; =5 (mod 26),
x, =5+ 13 (mod 26) = x, = 18 (mod 26).

Rispuns. S = {5 + 26t,, 18 + 26t,,Vt,, t, € Z}.

Metoda aduniri unui multiplu al modulului la partea dreapta a con-
gruentei.

Aceastd metoda se bazeaza pe urmatoarele doud proprietdti ale relatiei de
congruenta:

1. la orice parte a congruentei poate fi adunat sau scazut un multiplu al modu-
lului;

2. ambele parti ale congruente pot fi simplificate printr-un numar ce este re-
ciproc prim cu modulul.

Pentru a rezolva congruenta liniard in raport cu modul compus prin aceastd
metoda, este necesar mai intdi de studiat numarul de solutii ale congruentei linia-
re. Metoda poate fi aplicata dacd congruenta are o singura solutie. Pentru a rezol-
va congruenta prin metoda adunarii unui multiplu al modulului la partea dreapta
a congruentei, se parcurg dupa urmatorii pasi: se aduna la partea dreaptd a congru-
entei un multiplu al modulului, astfel incat numarul b + mt, t € Z sa se devida
prin a, anume b + mt = ak, unde mt € Z. In rezultat se va obtine urmatoarea:

ax = ab’ (mod m). 4
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Deoarece (a,m)

relatie (4) de forma:
x=b'"(modm) & x=>b"+mt, t €L (6)

Exemplul 5. Rezolvati congruenta 15x = 21 (mod 18) [8]:

Rezolvare. Deoarece (15,18) = 3 si 21 se divide prin 3, reiese ca congru-
enta are trei solutii. Dupa simplificarea songruentei si modulului prin 3, se obtine:
5x = 7 (mod 6).

Deoarece partea stdngd a congruentei este un multiplu al lui 5, relatia de con-
gruentd este posibild doar daci partea dreaptd a congruentei la fel este un multi-
plu al lui 5. Adunand la partea dreapta a congruentei trei module, se obtine:

5x =7 + 18 (mod 6) © 5x = 25(mod 6).

Simplificand ambele parti ale congruentei prin 5, se obtine:

1, dupa simplificarea ambele parti ale congruentei a

x =5 (mod 6).
Se genereaza solutiile congruentei in raport cu modulul 18.
x =5 (mod 18), x =5 (mod 18), x=5+18¢,,

x =546 (mod 18), & |x =11 (mod 18), & |x = 11 + 18t,, t4,t,,t; € Z.
x =5+ 12 (mod 18) x = 17 (mod 18) x =17 + 18t5,
Réspuns. S = {5 + 18t,,11 + 18t,, 17 + 18t53,Vty, t,, t3 € Z}
Utilizarea teoremei lui Euler in rezolvarea congruentei liniare. Una din
cele mai importante teoreme cu referire la teoria congruentelor este teorema lui
Euler sau se mai numeste si teorema Fermat-Euler. Analizei si demonstrari aces-
tei teoreme a fost dedicate multe lucrari. In una din aceste lucrari [9], teorema
este forma astfel:
Teorema. Daca n = 2 este un numdr natural, iar a € Z astfel incat
(a,n) = 1. atunci a®™ = 1 (mod n) (g fiind indicatorul lui Euler).
Indicatorul lui Euler reprezintd una dintre functiile numerice ce determina
numerele de numere naturale ce sunt mai mici decat n si sunt reciproc prime cu
n. Daca numarul natural n are descompunerea canonica

— i1 k2 K
n=p; PP,

o =n(1-2)(1-2)..(1-2),

In continuare, descriem algoritmul de rezolvare a congruentelor liniare,
utilizand teorema lui Euler. Dupa cum este cunoscut, teorema lui Euler reliefea-
za ca:

atunci

1 = a®™ (mod m),
unde cum am spus mai sus ¢(m) este indicatori lui Euler. inmultind congruen-
ta generald cu aceasta, parte cu parte obtinem:
ax = b-a?™ (mod m)
sau
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x = b-a?™-1 (mod m).
Exemplul 6. Rezolvati congruenta
7x = 9 (mod 25).
Rezolvare. Pentru a rezolva congruenta liniard, se determina mai intéi in-
dicatorul lui Euler pentru m = 25. Deoarece 25 = 52, se obtine:

(25)—25(1 1)—25 20
0(25) = =) =25-z=20.

Atunci solutia congruentei este
x =9-7% (mod 25)
Determindm in continuare restul impdrtirii numarului 9 - 719 la 25, folosind
proprietatile congruetelor numerice.
72 = 49 = —1 (mod 25)
Ridicam albele parti ale congruentei la puterea a 9-a:
718 = —1 (mod 25)
Inmultim ambele parti ale congruentei la 63:
971 = —63 (mod 25)
Aduniam la partea intreagd un multiplu al modulului si anume 75. In rezultat
obtinem:
979 = 12 (mod 25)
Sau
x =12 (mod 25)
Raspuns. S={12 + 25t 1t € Z}
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