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Rezumat: În acest articol analizăm anumite probleme referitoare la calculul 

integralelor curbilinii și al integralelor de-a lungul unui drum al funcțiilor de variabilă 

complexă, precum și unele probleme din fizică care sunt rezolvate folosind aceste in-

tegrale. Realizând o analiză comparativă a proprietăților acestor tipuri de integrale, 

arătăm că o integrală complexă este o combinație de integrale: în cazul general, este o 

pereche de integrale curbilinii de speța a doua. 

Cuvinte-cheie: curbă, integrală curbilinie, integrală a unei funcții de variabilă 

complexă, lungime, schimbare de parametri.  

Введение: В данной статье определены такие понятия, как: криволинейный

интеграл I рода, криволинейный интеграл II рода, интеграл от функции ком-

плексного переменного; представлены примеры решения некоторых задач на 

вычисление данных интегралов, их приложения в механике и геометрии; про-

веден сравнительный анализ свойств криволинейного интеграла I рода, криво-

линейного интеграл II рода и интеграла от функции комплексного переменного.

Что собой представляет криволинейный интеграл I рода? 

Пусть Г ⊂ Oxy гладкая или 

кусочно-гладкая плоская кривая, в 

точках которой задана действитель-

ная функция  ( )   (   ). Выбе-

рем разбиение   *           + 

кривой    с точками деления 

              . Длины элемен-

тарных дуг        обозначим через 

   , а максимальную из этих длин 

через    ( ). Возьмем на каждой 

дуге        по точке   (      ). 

Составим сумму вида: 

     ∑  (  
 
      )   , (   )

которую называют интегральной сум-

мой функции  (   ) вдоль кривой   . 

Рис. 1: Плоская кривая 𝑨𝑩 

          517.3
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Пусть существует предел   интегральных сумм (   ) при  ( )   , не за-

висящий ни от выбора разбиения кривой   , от выбора точек    на элементар-

ных дугах, т.е. для любого числа     существует такое число    ( ), что 

для любого разбиения   *           + кривой    с параметром  ( )  
 ( ) при любом выборе точек    на дугах        выполняется неравенство  

                              |∑  (  
 
      )     |                    (   ) 

Такой предел называют криволинейным интегралом первого рода вдоль 

кривой    и обозначают 

  ∫  (   )  
  

. 

Итак,  

                       ∫  (   )  
  

       ∑  (  
 
      )   .             (   ) 

Задача 1: Вычислить криволинейный интеграл ∫     
 

 по дуге окружности 

 ( )         ( )        при изменении параметра 
 

 
        . 

Решение: указанным пределам изменения параметра соответствует левая 

верхняя дуга единичной окружности (Рис.2): 

 
Рис. 2: Единичная окружность 

 

По условию, значение параметра 

возрастает, поэтому: 

∫  (   )   ∫  ( ( )  ( ))
  

   

  √(  
 ( ))  (  

 ( ))     

Итак: 

∫     
 

=∫             
 

 

 

 

 
 . 

 

 
/  

      | 

 

   - 
 

 
(          )   

 

 
  

Ответ:  
 

 
  

Задача 2: Вычислить ∫ (   √     )
 

  , где Г- первый виток конической 

винтовой линии                    . [3, c. 236] 

Решение: Найдем производные: 

  
 ( )             ,   

 ( )             ,   
 ( )     

    √      , 

Получим: 

∫(   √     )

 

   ∫  
  

 

√        
 

 
√(    ) |

  

 
 

 √ 

 
.(     )

 
 ⁄   /  

Ответ: 
 √ 

 
.(     )

 
 ⁄   /  

Криволинейные интегралы были изобретены в начале      века для 

решения задач, касающихся электричества, магнетизма, а также потоков 

жидкости, поэтому они нашли многочисленные применения в математике, 

физике и прикладных расчетах. 

https://ru.wikipedia.org/wiki/XIX_%D0%B2%D0%B5%D0%BA
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Какие задачи решаются с помощью криволинейного интеграла I рода? 

Пусть Г ⊂ Oxy гладкая или кусочно-гладкая плоская кривая, тогда имеют место: 

Геометрическое приложение: 

Длина кривой:    ∫   
 

. 

Некоторые приложения в механике: 

Предположим, что материальная кривая (например, кусок проволоки) 

описывается некоторой плоской кривой Г, а распределение массы вдоль кри-

вой задано непрерывной функцией плотности  (   ), тогда можно вычислить: 

Массу материальной кривой (например, проволоки)    ∫  (   )  
  ̂

; 

Статические моменты кривой:     ∫    (   )  
  ̂

     ∫    (   )  
  ̂

; 

Координаты центра тяжести:    
  

 
,     

  

 
; 

Моменты инерции:    ∫     (   )  
  ̂

,     ∫     (   )  
  ̂

,    

∫ (      )   (   )  
  ̂

; 

Задача 3: Найти массу дуги линии x =       , y=         z =   , от точки, 

соответствующей t=0, до произвольной точки, если плотность дуги обратно 

пропорциональна квадрату полярного радиуса и в точке (1,0,1) равна единице. 

[3, c. 236] 

По условию: 

 (     )  
 

  
 

 

     
 

 

(      )  (      ) 
 

 

   
  

Найдем производные: 

  
 ( )                ,   

 ( )                ,   
 ( )      

Тогда: 

    √(              )  (              )        = √     

  ∫  (   )  
  ̂

  √ ∫
  

   
    √ ∫       √ (     ) 

 

 

 

 

 

Ответ:   √ (     )  
Что собой представляет криволинейный интеграл II рода? 

Пусть на плоскости     задана кривая    и на этой кривой - непрерыв-

ные функции  (   ) и  (   ). Разобьем кривую    точками    
            на элементарные дуги        и выберем на каждой дуге 

       точку   (      )(рис. 1). Обозначим через   ,    координаты точки   . 

Кроме того, обозначим через             и             проекции векто-

ров       
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ на координатные оси    и   . Составим интегральные суммы: 

                           ∑  (  
 
      )    и ∑  (  

 
      )                                (2.1) 

вдоль кривой    для функции  (   ) по переменному   и для функции 

 (   ) по переменному  . Через   обозначим максимальную из длин     

элементарных дуг       , т.е.            ̅̅̅̅̅   . 

Если существуют пределы   ,    интегральных сумм (2.1) при    , не 

зависящие ни от разбиения кривой    на элементарные дуги, ни от выбора 

точек    на этих дугах, то эти пределы называют криволинейными интегра-
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лами II рода вдоль кривой    от функции  (   ) по переменному   и от 

функции  (   ) по переменному   и обозначают: 

∫  (   )  
  ̂

 и ∫  (   )  
  ̂

. 

Итак, по определению: 

                          ∫  (   )  
  ̂

       ∑  (  
 
      )   ,                      (2.2)  

                          ∫  (   )  
  ̂

       ∑  (  
 
      )   ,                      (2.3)  

Криволинейным интегралом II рода в общем виде называется выражение: 

      ∫  (   )  
  ̂

 ∫  (   )  
  ̂

 ∫  (   )    (   )   
  ̂

           (2.4)  

Задача 4: ∫ (     
 

)  , где  – дуга параболы       от точки (0;0) до 

точки (2;4). [3, c. 238] 

Запишем формулу для вычисления данного интеграла: 

∫  (   )   
  ̂

∫  ( ( )  ( ))   

 
( )  . 

Запишем уравнение параболы       в параметрическом виде следую-

щим образом: 

{
 ( )   

 ( )    ;   ( )    

Тогда: 

∫(     

 

)   ∫ (     )    [
  

 
 

  

 
]

 

 

 
 

  
  

  
  

Ответ:  
  

  
  

Задача 5: ∫ (    )   (   )  
 

, где Г – первая (от начала координат) 

арка циклоиды    (      )    (      ). [3, c. 239] 

Запишем формулу для вычисления данного интеграла: 

∫  (   )  
  ̂

 ∫  (   )  
  ̂

 ∫ ( ( ( )  ( ))   

 
( )   ( ( )  ( ))  ( ))  . 

Найдем производные: 

  
 ( )   (      ),   

 ( )        

Пределы интегрирования будут:             (Рис. 3) 

 
Рис. 3: Первая арка циклоиды 

Тогда: 

∫(    )   (   )  

 

  

   ∫        
  

 

 
  

 
∫              

  

 

 

Ответ:      
 

Какие задачи решаются с помощью криволинейного интеграла II рода? 

Пусть Г ⊂ Oxy гладкая или кусочно-гладкая плоская кривая, тогда имеют место: 

Геометрическое приложение: 
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Пусть ( ) – квадрируемая область на плоскости    , тогда площадь 

области ( ) может быть найдена по формуле: 

  
 

 
∫       

 

  

Физический смысл: 

Пусть    * (   )  (   )+ – сила, под действием которой точка переме-

щается по кривой  . Работа, которую совершает сила   , будет равна: 

  ∫ (   )    (   )   
 

 

Задача 6: В каждой точке плоскости на материальную точку действует 

сила  , проекции которой на оси координат равны            . 

Вычислить работу силы   при перемещении точки из начала координат в 

точку (1,1) по параболе      . [3, c. 242] 

Решение: Запишем формулу для вычисления работы: 

  ∫  (   )  
  ̂

 ∫  (   )  
  ̂

 ∫ ( ( ( )  ( ))   

 
( )   ( ( )  ( ))  ( ))  . 

Уравнение параболы       в параметрическом виде будет: {
 ( )   

 ( )     

Найдем производные: 

  
 ( )   ,   

 ( )     

Получим: 

  ∫ (      (   )    )  
 

 

 [
   

 
 

   

 
]

 
 

 
  

  
  

Ответ:  
  

  
. 

Интеграл от функции комплексного переменного по некоторому пути: 

Пусть   ,   -   , где ,   - ⊂  , кусочно-гладкий путь, а на соот-

ветствующей кривой, которую мы также обозначим через  , определена ком-

плексная функция   так, что функция   (  ( )) непрерывна на отрезке 

,   -  ⊂   . Тогда функция с комплексными значениями   ( )      (  ( ))   
    ( ) действительного аргумента   интегрируема по Риману на отрезке ,   -. 
Интеграл от функции   по пути   определяется как интеграл по интервалу 

параметров ,   - кривой  : [1, c. 101] 

∫  ( )   ∫  ( ( ))    ( )   
 

  

 

Задача 7: Вычислить ∫  ̅
 

  , если   – астроида                  ,     

  . [2, c. 84] 

Для решения данной задачи воспользуемся следующей формулой: 

∫  ( )   ∫  ( ( ))    ( )   
 

  

 

   (                         )   

 ̅                 
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∫ ̅
 

   ∫ (              )  
  

 

(                         )     

  ∫       (    )  
  

 

  

 

∫           ∫     
  

 

  

 

  (    )   
   

 
  

Ответ: 
   

 
. 

Задача 8: Вычислить ∫
  

√  
, если контур   – нижняя полуокружность | |   ; 

выбирается та ветвь функции √   для которой √    . Начальная точка 

пути интегрирования – точка    . [2, c. 84] 

 
Рис.4: Единичная окружность 

Решение: Учитывая направление, пре-

делы интегрирования будут:  

          . (Рис. 4) 

| |         ,  

          

√  √| |(   
        

 

     
        

 
) 

    | |           √  

   
     

 
     

     

 
. 

 

√            
     

 
     

     

 
        

 ( ( ))  
 

   
    

 
     

    
 

 
    

    
   

∫
  

√  
 ∫    

    

 
  

 
          [ 

  

 ]
  
 

  (   ). 

Ответ:  (   ). 

Задача 9. Вычислить интеграл ∫            
| |  

, где n-целое число и 

        . [4, c. 55] 

Решение:         | |   (        )      

          {
| |   
   

 

∫            

| |  

   ∫    (   )    
  

 

 

Используя метод интегрирования по частям, получим: 

Если          
   

   
. 

Если             
Сравнительный анализ свойств криволинейного интеграла и интеграла от 

функции комплексного переменного. 
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Криволинейный интеграл I рода, криволинейный интеграл II рода, 
интеграл от функции комплексного переменного обладают таким общим 
свойством, как линейность, то есть постоянный множитель можно выносить 
за знак интеграла и интеграл от суммы функций равен сумме интегралов от 
данных функций. 

Криволинейный интеграл I рода: 

Пусть функции  ( ) и  ( ) интегрируемы вдоль кривой  . Тогда: 

∫   ( )  
 

   ∫ ( )  
 

            

∫( ( )   ( ))  
 

 ∫ ( )  
 

 ∫ ( )   
 

 

Криволинейный интеграл II рода: 

∫    (   )  
  ̂

  ∫  (   )  
  ̂

; ∫    (   )  
  ̂

  ∫  (   )  
  ̂

  

∫ (  (   )    (   ))   
  ̂

∫   (   )   ∫   (   )  
  ̂  ̂

  

∫ (  (   )    (   ))   
  ̂

∫   (   )   ∫   (   )   
  ̂  ̂

 

Интеграл от функции комплексного переменного: 

Если функции   ( ) и   ( ) непрерывны вдоль кусочно-гладкого пути  ¸ и 

       , то 

∫(   ( )     ( ))    ∫ ( )  
  

  ∫ ( )   
 

 

Еще одним общим свойством данных интегралов является – аддитивность.  
Криволинейный интеграл I рода: 

Пусть функция  ( ) интегрируема вдоль кривой  . Если кривая   
разбита на две дуги, то криволинейный интеграл I рода по всей кривой равен 
сумме криволинейных интегралов I рода по каждой из этих дуг: 

∫  ( )  
 

 ∫  ( )  
  

 ∫  ( )   
  

 где         и        . 

Криволинейный интеграл II рода: 

∫  (   )    (   )   
  ̂

∫  (   )    (   )   
  ̂

∫  (   )    (   )   
  ̂

 

Интеграл от функции комплексного переменного: 

Если функция   ( ) непрерывна вдоль            , то 

∫  ( )   ∫  ( )   ∫  ( )  
            

. 

Криволинейный интеграл I рода отличается от криволинейного интеграла 
II рода и от интеграла от функции комплексного переменного тем, что он не 
зависит от направления. 
Криволинейный интеграл I рода: 

∫  (   )  
  

 ∫  (   )   
  

 

Криволинейный интеграл II рода зависит от направления движения по 
кривой. При изменении направления обхода кривой криволинейный интеграл 
II рода меняет знак, т.е. 
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∫  (   )    (   )  
  

  ∫  (   )    (   )   
  

 

Интеграл от функции комплексного переменного: 

Предположим, что     ,   -      получается из кусочно-гладкого пути 

   ,   -      путем изменения направления, т. е. 

  ( )     (         ) для          . 

Если функция   непрерывна вдоль  , то она непрерывна и вдоль    и имеет 

место равенство: 

∫  ( )    ∫  ( )  
    

. 

И для криволинейных интегралов I, II рода, и для интеграла от функции 

комплексного переменного справедлив тот факт, что модуль интеграла не пре-

восходит интеграл от модуля подынтегральной функции, но в случае интеграла 

от функции комплексного переменного необходим модуль и для   , то есть: 

Если функция   ( ) непрерывна вдоль кусочно-гладкого пути    ,   -   
  , то имеет место неравенство: 

|∫  ( )  
 

|  ∫ | ( )||  |
 

. 

Вывод: Комплексный интеграл является своеобразным сборником инте-

гралов: в общем случае он представляет собой пару криволинейных интегра-

лов II рода (поскольку так определяется). Вычисление комплексных интегра-

лов фактически сводится к вычислению криволинейного интеграла II рода, 

которое в конечном итоге сводится к вычислению определенного интеграла. 
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