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Rezolvare: Introducem funcția 𝑓(𝑥) = sin 𝑥 + tg 𝑥 − 2𝑥 și o studiem la 
monotonie. Calculăm derivata acestei funcții: 

𝑓 ′(𝑥) = cos 𝑥 +  
1

(cos 𝑥)2
− 2 =

(cos 𝑥)3 − 2 (cos 𝑥)2 + 1

(cos 𝑥)2
 

Determinăm punctele critice în raport cu derivata de ordinul I: 

𝑓 ′(𝑥) = 0 ⟹
(cos 𝑥)3 − 2 (cos 𝑥)2 + 1

(cos 𝑥)2
= 0 ⟹ {

(cos 𝑥)3 − 2 (cos 𝑥)2 + 1 = 0

(cos 𝑥)2 ≠ 0
 

Ca să ne fie mai ușor, facem substituția cos 𝑥 = 𝑡 și aflăm rădăcinile ecuației: 

𝑡3 − 2𝑡2 + 1 = 0 ⟹ (𝑡 − 1)(𝑡2 − 𝑡 − 1) = 0 ⟹ 𝑡1 = 1 

Rezolvând ecuația 𝑡2 − 𝑡 − 1 = 0 obținem că ∆= 5 și 𝑡2 =
1+√5

2
, 𝑡3 =

1−√5

2
. 

Știind că |𝑡| ≤ 1, obținem că 𝑡1, 𝑡3 ∈ 𝐷𝑉𝐴, iar 𝑡2 ∉ 𝐷𝑉𝐴, fiindcă |𝑡1| =
1, |𝑡2| > 1și |𝑡3| < 1. 

Revenind la variabila 𝑥, avem următoarele: 

Dacă t = 1 ⟹ cos 𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 2𝑘𝜋, 𝑘 ∈ ℤ. În intervalul [0,
𝜋

2
) se conține doar 

punctul 𝑥 = 0. Dacă 𝑡 =
1−√5

2
⟹ cos 𝑥 =

1−√5

2
, adică nu sunt rădăcini pe intervalul 

[0,
𝜋

2
).  

Prin urmare, derivata funcției 𝑓 păstrează semnul constant pe intervalul [0,
𝜋

2
).  

Calculăm 𝑓 ′ (
𝜋

3
) =

5

2
, deci pe intervalul [0,

𝜋

2
) funcția 𝑓′(𝑥)este pozitivă, deci 

funcția 𝑓(𝑥)este crescătoare. Deoarece 𝑓(0) = sin 0 + tg 0 − 2 ∗ 0 = 0 și valorile 

funcției cresc pe acest interval este evident faptul că funcția 𝑓(𝑥) este pozitivă, 

adică sin 𝑥 + tg 𝑥 > 2𝑥 ∀𝑥 ∈ [0,
𝜋

2
). 

Concluzii. Există un șir de probleme, în rezolvarea cărora metodele specifice 

algebrei nu sunt eficiente, însă, prin utilizarea metodelor analizei matematice, se redu-

ce considerabil însuși procesul de rezolvare, ajungându-se la rezultat mult mai rapid. 
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Abstract: This article examines how to solve equations with the module. The most 

difficult tasks of school mathematics are the equations containing variables under the 

module's sign. In order to successfully solve these equations, it is necessary to know the 

definition and basic properties of the module. When solving equations containing mo-

dules, the main concern is to remove the modules and thus obtain an algebraic equa-

tion. We can remove the module of an algebraic expression if we know the sign of ex-

pression, which is not always simple, sometimes requiring many calculations. Natu-

rally, students should have the skills to solve such equations. 

Keywords: module, absolute value, equation with one unknown, first degree 

equation with unknown, second degree equation with unknown. 

Scurt istoric: Noțiunea de modul sau valoare absolută a fost introdusă în ma-

tematica teoretică relativ târziu: în Franța în 1806, Jean Robert Argrand a folosit 

noțiunea de modul ca unitate de măsură. Notația obișnuită acum pentru modul a 

fost introdusă de Karl Weierstrass în 1841. 

Noțiuni-cheie 

Definiție. Distanţa de la originea de coordonate O până la punctul A(a),aZ 

(Q, R) se numeşte modulul sau valoarea absolută a numărului a şi se notează |a|. 

[1, p. 40] 

De aici rezultă că modulul oricărui număr a este un număr nenegativ. 










.0,

,0,

aa

aa
a

Generalizări ale modulului sunt folosite în multe contexte matematice diferite. 

Există modul definit pentru grupuri, numere complexe, spații vectoriale. Noțiunea 

de modul este strâns legată de cele de magnitudine, distanță sau normă în diferite 

contexte matematice sau fizice. 

Definiție. O propoziție cu o variabilă, în care apare o singură data semnul „=”, 

se numește ecuație cu o singură necunoscută. [5, p. 21] 

Definiție. Ecuația de forma ,0 bax ,, Rba  ,0a se numește ecuație 

de gradul I cu o necunoscută. [2, p. 70] 

Definiție. Ecuația de forma ,02  cbxax unde ,0a ,,, Rcba  se 

numește ecuație de gradul II cu o necunoscută. [2, p. 86] 

Proprietăţile modulului 

1. |𝑎| ≥ 0, ∀𝑎 ∈ ℤ; 

2. |𝑎 ⋅ 𝑏| = |𝑎| ⋅ |𝑏|, ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ; 

http://ro.wikipedia.org/wiki/Grup_%28matematic%C4%83%29
http://ro.wikipedia.org/wiki/Numere_complexe
http://ro.wikipedia.org/wiki/Spa%C8%9Biu_vectorial
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3. |𝑎| = | − 𝑎|, ∀𝑎 ∈ ℤ; 

4. |𝑎 − 𝑏| ≤ |𝑎 + 𝑏| ≤ |𝑎| + |𝑏|, ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ; 

5. |
𝑎

𝑏
| =

|𝑎|

|𝑏|
, ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ; 

6. |𝑥| = 𝑎 ⇔ 𝑥 = ±𝑎, 𝑎 > 0 

7. |𝑥| ≤ 𝑎 ⇔ −𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎, 𝑎 > 0 

8. |𝑥| ≥ 𝑎 ⇔ 𝑥 ≤ −𝑎 sau 𝑥 ≥ 𝑎, 𝑎 > 0 

Primele ecuaţii cu modul se rezolvă în clasa a VIII-a şi se reduc, prin 

explicitarea modulului la ecuaţii liniare. 

Exemplu 1 [5, p.15]: Rezolvaţi ecuaţia 573 x  

Folosindu-ne de proprietatea modulului știm că:  

573573  xx sau 573 x  

Rezolvăm fiecare ecuație aparte: 

4

123

753

573









x

x

x

x

3

2

23

753

573









x

x

x

x

 

Mulțimea soluțiilor ecuației cu modul este S = 








4;
3

2
 

Exemplu 2: [2, p. 68]: Rezolvaţi ecuaţia 732 x  

Folosindu-ne de proprietatea modulului, știm că: 

732732732  xsauxx  

Rezolvăm fiecare ecuație aparte: 

5

102

372

732









x

x

x

x

2

42

372

732









x

x

x

x

 

Mulțimea soluțiilor ecuației cu modul este S = {-2;5} 

Mai frecvent ecuații cu modul se întâlnesc în clasa a X-a. Aici apare o subte-

mă numită, Ecuații ce conțin necunoscuta în modul. Există câteva metode de rezol-

vare a ecuațiilor ce conțin necunoscuta în modul. 

În continuare voi reprezenta aceste metode de rezolvare: 

1. Aplicarea definiției modulului 

Exemplu 3: [3, p.119]: Să se rezolve în R ecuația 28 x  

Folosindu-ne de proprietatea modulului, știm că: 
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


















6

10

28

28
28

x

x

x

x
x  

Mulțimea soluțiilor ecuației cu modul este S = {6;10} 

Exemplu 4: [3, p. 119] Să se rezolve în R ecuația 513 x  

Observație: Un modul nu poate să fie egal cu un număr negativ. 

 xx 513 Ø 

Mulțimea soluțiilor ecuației cu modul este S = Ø 

2. Aplicarea relației    
   
   










xgxf

xgxf
xgxf  

Exemplu 5: [3, p. 119]: Să se rezolve în R ecuația 32  xx  

32  xx






























2

1
12

5

32

32

x

x

x

xx

xx

xx
 

În prima ecuație avem x  este egal cu Ø, deci avem la răspuns doar o singură 

soluție. 

Mulțimea soluțiilor ecuației cu modul este S = 








2

1
 

3. Metoda intervalelor 

Exemplu 6: [3, p. 119]: Să se rezolve în R ecuația xxx  131  

Pentru a rezolva ecuația cu module, în acest caz vom aplica metoda interva-

lelor construind tabelul semnelor pentru fiecare expresie din modul.  

Egalăm fiecare expresie din modul cu 0 și aflăm rădăcinile: 

101

101





xx

xx
 

Construim tabelul de semne: 

x  1x  11  x  1x  

1x  - - + 

1x  - + + 

Avem cazurile: 

I. Pentru  1;x  

     442431131  xxxxxxxxx  

Verificăm dacă soluția 4x aparține intervalului (-∞;-1) pe care este definită 

ecuația   41;4  x este soluția în acest caz. 

II. Pentru  1;1x  
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   
5

2
2524331131  xxxxxxxxxx  

Verificăm dacă soluția 
5

2
x  aparține intervalului  1;1  pe care este definită 

ecuația  
5

2
1;1

5

2
 x  

III. Pentru   ;1x  

 
3

4
4342131  xxxxxxx  

Verificăm dacă soluția 
3

4
x  aparține intervalului  ;1  pe care este definită 

ecuația   ;1
3

4

3

4
 x  nu este soluție în acest caz. 

S = 










5

2
;4  

Exemplu 7: Să se rezolve în R ecuația 621  xxx  

Pentru a rezolva ecuația cu module, în acest caz vom aplica metoda interva-

lelor construind tabelul semnelor pentru fiecare expresie din modul. 

Egalăm fiecare expresie din modul cu 0 și aflăm rădăcinile: 

202

101

0







xx

xx

x
 

Construim tabelul de semne: 

 0x  10  x  21  x  2x  

x  - + + + 

1x  - - + + 

2x  - - - + 

Avem cazurile: 

I. Pentru  0;x  

      133633621621  xxxxxxxxx

Verificăm dacă soluția 1x ; aparține intervalului (-∞;0) pe care este definită 

ecuația:   10;1  x  este soluție în acest caz. 

II. Pentru  1;0x  

      3363621621  xxxxxxxxx  

Verificăm dacă soluția 3x  aparține intervalului  1;0  pe care este definită 

ecuația:   31;03  x  nu este soluție în acest caz. 

III. Pentru  2;1x  
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   561621621  xxxxxxxx  

Verificăm dacă soluția 5x  aparține intervalului  2;1  pe care este definită 

ecuația: 

  52;15  x  nu este soluție în acest caz. 

IV. Pentru   ;2x  

393633621  xxxxxx  

Verificăm dacă soluția 3x  aparține intervalului  ;2  pe care este definită 

ecuația: 

  3;23  x  este soluție în acest caz. 

S = {-1;3} 

4. Utilizarea necunoscutei auxiliare 

Exemplu 8: [3, p. 119] Să se rezolve în R ecuația 012 2  xx  

DVA: .Rx Fie ,tx  .0t  Cunoaștem că 
22 xx  , atunci obținem ecuația 

012 2  tt  

Rezolvăm ecuația de gradul II și aflăm soluțiile acesteia. 

012 2  tt  

98142  acb  

2

1

4

31

2
1 







a

b
t  

1
4

31

2
2 







a

b
t  

Revenim la necunoscuta x și obținem: 






















1

1

2

1

1

x

x

x

x

 

Răspuns: S = {-1, 1} 

5. Metoda grafică 

Exemplu 9: [3, p. 119] Să se determine punctele de extrem local și extremele 

locale ale funcției RRf : :   132 2  xxxf  

Egalăm ecuația cu 0 și o rezolvăm: 
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1
4

13

2

1

4

2

4

13

1894

0132

0132

2

1

2

2

2

















x

x

acb

xx

xx

 

Soluțiile ecuației sunt: S = 








1;
2

1
 

Construim graficul funcției   132 2  xxxf  

 
Exemplu 7: [3, p. 119] Să se rezolve în R ecuația 2452  xx  

Avem o ecuație de gradul II, pentru a o rezolva vom proceda în felul următor: 

Folosindu-ne de proprietatea modulului, știm că: 

2452  xx






















065

025

245

245

2

2

2

2

xx

xx

xx

xx
 

Rezolvăm fiecare ecuație de gradul II în parte și determinăm soluțiile. 

178254

025

2

2





acb

xx  

2

175

2
1







a

b
x  
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2

175

2
2







a

b
x

124254

065

2

2





acb

xx

2
2

4

2

15

2
1 







a

b
x

3
2

6

2

15

2
2 







a

b
x

Mulțimea soluțiilor ecuației cu modul este: 

S = 







 

3;2;
2

175

Concluzii: Cercetarea realizată în cadrul acestui articol Ecuaţii cu modul în cur-

sul preuniversitar de matematică ne-a permis să identificăm următoarele momente: 

 Pentru prima dată noţiunea de modul se studiază în clasa a VI-a, fiind introdu-

să ca distanţa dintre un punct pe axă, ce indică numărul întreg şi originea de 

coordonate. 

 Ecuațiile cu modul apar în clasa a VIII-a şi se reduc, prin explicitarea modulu-

lui la ecuaţii liniare. 

 Mai detaliat se studiază în clasa a X-a. Aici apare subtema Ecuații ce conțin o 

necunoscută în modul și se studiază metodele de rezolvare a acestor ecuații.  
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