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Abstract. In the article is studies .

Noţiunea de sistem de congruenţe liniare de o variabilă este o noţiune fundamentală studiată ı̂n
cursul de Algebră şi teorie a numerelor ı̂n cadrul programului de studii a specialităţii Matematică şi
Informatică. Una dintre problemele fundamentale ace au condus la studiul sistemelor de congruenţe
liniare de o variabilă a fost calculul datei zilei de Paşte.

Conform [1], ı̂n anul 325 d. Hr. ı̂n cadrul primului conciliu ecumenic de la Niceea, s-a stabilit ca
data zilei de Paşte să fie stabilită atfel: prima lună plină de după echinocţiul de primăvară.

Este evident că ı̂n fiecare data primei lune pline după echinocţiu de primăvară se modifică, de
aceea a aparut necesitatea stabilirii unei relaţii prin intermediul căreia s-ar putea determina data
zilei de Paşte, ţinând cont de numărul de zile din an şi de perioadele apariţiei lunei pline.

Această relaţi a fost stabilită de către Gauss, care afirma că pentru a determina data zilei de
Paşte se utilizează relaţia: fie 𝑁 anul corespunzător.

1. Se determină numerele 𝑎, 𝑏, 𝑐, rezolvând congruenţele numerice⎧⎨⎩
𝑁 ≡ 𝑎 (mod 19)

𝑁 ≡ 𝑏 (mod 4)

𝑁 ≡ 𝑐 (mod 7)

2. De determinăm numărul 𝑑, rezolvând congruenţa
19𝑎 + 15 ≡ 𝑑 (mod 30)

3. Se rezolvăm congruenţa
2𝑏 + 4𝑐 + 6𝑑 + 6 ≡ 𝑠 (mod 7)

4. Se determină numărul
𝑘 = 4 + 𝑑 + 𝑠.

Dacă 𝑘 6 30, atunci data zilei de Paşti este 𝑘 aprilie. Dacă 𝑘 > 30, atunci data zilei de Paşti
este 𝑘 − 30 mai.

Ţin̂ınd cont de faptul că numere 𝑑 şi 𝑠 sunt clase de rsturi, avem că 0 6 𝑑 < 30 şi 0 6 𝑠 < 7. Atunci
data timpurie a zilei de Paşti se obţine pentru 𝑑 = 𝑠 = 0, adică pe 4 aprilie, iar cea mai t̂ırzie dată a
zilei de Paşti este pentru 𝑑 = 29, 𝑠 = 6. Atunci 𝑘 = 4 + 29 + 6 = 39 > 30. Data zilei de Paşti este 9
mai.

Sistemul de forma ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑎1𝑥 ≡ 𝑏1 (mod 𝑚1)

𝑎2𝑥 ≡ 𝑏2 (mod 𝑚2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑎𝑛𝑥 ≡ 𝑏𝑛 (mod 𝑚𝑛), (𝑚𝑖, 𝑚𝑗) = 1, 𝑖 ̸= 𝑗

(1)

se numeşte sistem de congruenţe liniare.
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Rezolv̂ınd fiecare congruenţă a sistemului (1), obţinem:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥 ≡ 𝑐1 (mod 𝑚1)

𝑥 ≡ 𝑐2 (mod 𝑚2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑥 ≡ 𝑐𝑛 (mod 𝑚𝑛), (𝑚𝑖, 𝑚𝑗) = 1, 𝑖 ̸= 𝑗

(2)

În continuare este necesar de determinat acele valori ale variabilei 𝑥 ce satisface concomitent
congruenţele (??).

Pentru a determina aceste valori, se procedează astfel:
1. se determină soluţia primei congruenţe

𝑥 = 𝑐1 + 𝑚1𝑡1, 𝑡1 ∈ Z; (3)
2. se substituie soluţia (3) ı̂n congruenţa a doua:

𝑐1 + 𝑚1𝑡1 ≡ 𝑐2 (mod 𝑚2)

sau
𝑚1𝑡1 ≡ 𝑑1 (mod 𝑚2).

Deoarece (𝑚𝑖, 𝑚𝑗) = 1, 𝑖 ≠ 𝑗, ultima congruenţă admite soluţie unică. Fie că acestă soluţie
este

𝑡1 = 𝑑1 + 𝑚2𝑡2. (4)
3. se substituie relaţia (4) ı̂n relaţia (3) şi se determină o nouă formă a variabilei 𝑥.

𝑥 = 𝑑2 + 𝑚1𝑚2𝑡2, 𝑡2 ∈ Z.
4. se substituie valoarea nouă a variabilei 𝑥 ı̂n următoarea congruenţă.
5. Continûınd procedeul descris, din ultima congruenţă de determină soluţia sistemului de

congruenţe de forma:
𝑥 = 𝑑𝑘 + 𝑚1𝑚2 . . .𝑚𝑘𝑡, 𝑡 ∈ Z. (5)

Exemplu. Să se reolve sistemul de congruenţe liniare⎧⎨⎩
𝑥 ≡ 1 (mod 11)

𝑥 ≡ 3 (mod 7)

𝑥 ≡ 6 (mod 5)

Soluţie. Rezolvăm prima congruenţă
𝑥 ≡ 1 (mod 11) ⇔ 𝑥 = 1 + 11𝑡1, 𝑡1 ∈ Z.

Substituim soluţia obţinută ı̂n cea de-a doua congruenţă
1 + 11𝑡1 ≡ 3 (mod 7)

11𝑡1 ≡ 2 (mod 7) ⇔ 𝑡1 ≡ 4 (mod 7) ⇔ 𝑡1 = 4 + 7𝑡2, 𝑡2 ∈ Z.
Substituim valoarea lui 𝑡1 ı̂n expresia lui 𝑥, apoi valoarea nouă substituim ı̂n ce-a de-a treia
congruenţă

𝑥 = 45 + 77𝑡2, 𝑡2 ∈ Z
45 + 77𝑡2 ≡ 6 (mod 5) ⇔ 2𝑡2 ≡ 6 (mod 5) ⇔ 𝑡2 = 3 + 5𝑡, 𝑡 ∈ Z.

Determinăm acum soluţia sistemului
𝑥 = 45 + 77(3 + 5𝑡) = 276 + 385𝑡, 𝑡 ∈ Z

Răspuns. 𝑆 = {276 + 385𝑡| 𝑡 ∈ Z}
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O altă metodă de rezolvarea a sistemelor de congruenţe liniare de o variabilă este redată de
următoarea:

Teoremă. Dacă numerele 𝑀𝑠 şi 𝑞𝑠, unde 𝑠 = 1, 𝑘 sunt numere determinate astfel ı̂nĉıt 𝑚𝑠𝑀𝑠 =
𝑚1𝑚2 . . .𝑚𝑘 şi 𝑀𝑠𝑞𝑠 ≡ 1 (mod 𝑚𝑠), atunci soluţia sistemului de congruenţe este

𝑥 ≡ 𝑥0 (mod 𝑚1𝑚2 . . .𝑠), (6)
unde 𝑥0 = 𝑀1𝑞1𝑐1 + 𝑀2𝑞2𝑐2 + . . . + 𝑀𝑘𝑞𝑘𝑐𝑘.

Exemplu. Rezolvaţi sistemul de congruenţe⎧⎨⎩
𝑥 ≡ 1 (mod 11)

𝑥 ≡ 3 (mod 7)

𝑥 ≡ 6 (mod 5)

Soluţie. În acest sistem avem 𝑚1 = 11, 𝑚2 = 7, 𝑚3 = 5, 𝑐1 = 1, 𝑐2 = 3, 𝑐3 = 6. Deoarece
𝑚𝑠 ·𝑀𝑠 = 11 · 7 · 5,

obţinem că 𝑀1 = 35, 𝑀2 = 55, 𝑀3 = 77. Determinăm numerele 𝑞𝑠 ce satisfac relaţia 𝑀𝑠 · 𝑞𝑠 ≡ 1
(mod 𝑚𝑠). În rezultat obţinem 𝑞1 ≡ 6 (mod 11), 𝑞2 ≡ 6 (mod 7), 𝑞3 ≡ 3 (mod 5).

Determinăm valoarea lui 𝑥 din dultima teoremă
𝑥0 = 35 · 6 · 1 + 66 · 6 · 3 + 77 · 3 · 6 = 2586.

Atunci
𝑥 ≡ 2586 (mod 11 · 7 · 5)

sau
𝑥 ≡ 276 (mod 385).

Astfel, soluţia sistemului de congruenţe liniare este 𝑆 = {276 + 385𝑡| 𝑡 ∈ Z}
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