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Prefata

Geometria diferentiala si topologia sunt doua compartimente adiacente ale matematicii,
unele dintre cele mai tinere si, in acelasi timp, cele mai dezvoltate domenii ale matematicii
contemporane.

Lucrarea reprezinta note de curs la disciplina ”Geometrie diferentiala si topologie” si se
adreseaza studentilor de la anul III, facultatea Stiinte Reale, Economice si ale Mediului,
specialitatea ” Matematica si Informatica”, dar poate fi utila tuturor celor ce doresc sa se
familiarizeze cu unele aspecte ale geometriei diferentiale si topologiei.

Notele de curs reprezinta un rezultat al activitatii autorului sub tutela academicianului
Mitrofan M. Cioban (Universitatea de Stat din Tiraspol cu sediul in mun. Chiginau) si, in

acelagi timp, se bazeaza pe lucrarile celor mai valorosi specialigti in domeniu.






Modulul I.
GEOMETRIE DIFERENTIALA






Introducere

1. Obiectele de studiu ale geometriei diferentiale si

topologiei

Geometria diferentiala este o ramura a matematicii care combina geometria analitica cu
analiza matematica. Geometria diferentiala studiaza curbele gi suprafetele cu mijloacele
analizei, in special prin calculul diferential si integral. Caracteristica geometriei diferentiale
consta in faptul ca studierea si cercetarea proprietatilor curbelor gi suprafetelor se efectuiaza
pe portiuni foarte mici prin metoda analizei infinitilor mici. Geometria diferentiala isi incepe
studiul din punctul in care ecuatiile curbelor si ale suprafetelor sunt cunoscute. Vazuta din
acest unghi poate fi considerata o continuare a geometriei analitice.

Constituita ca stiinta la mijlocul secolului XIX-lea, geometria diferentiala se afla in con-
tinua dezvoltare. Fondatorii acestei stiinte sunt: Leibniz, Euler, Monge, Gauss. Contributii
au avut de asemenea: Schouten, Darboux, Cartan, Fubini, Lobacevski, Bolyai, Beltrami,
Klein, Poincare, Riemann i altii.

Primul geometru roman, ale carui lucrari de geometrie diferentiala s-au impus atentiei
matematicienilor din intreaga lume, este Gh.Titeica (1873-1939). Deoarece el a introdus si a
studiat o clasa de curbe si una de suprafete, care astazi 1i poarta numele, el este considerat
unul dintre creatorii geometriei centro-afine.

Un loc proeminent intre geometrii romani, il ocupa academicianul G. Vranceanu, creator
al teoriei spatiilor neolonome gi al unei teorii unitare relativiste, care a adus contributii
importante in aproape toate ramurile geometriei diferentiale moderne.

Topologia este o ramura a matematicii, mai precis o extensie a geometriei, care studiaza
deformarile spatiului prin transforméri continue. In sens mai larg, topologia descrie relatiile
spatiale existente intre obiecte folosind seturi de reguli pentru a observa cum entitatile vec-
toriale (puncte, linii, poligoane) impartagesc geometria si spatiul. Topologia se deosebeste
de geometria euclidiana prin modul de considerare a echivalentei dintre obiecte.

In 1736, matematicianul Leonhard Euler a publicat lucrarea intitulata ” Problema celor
sapte poduri de la Konigsberg, despre care se poate spune ca sta la baza acestei ramuri
matematice. Termenul topologie este introdus de Johann Benedict Listing in 1847.

La dezvoltarea topologiei au contribuit: Cantor, Poincare, Hadamard, Ascoli, Frechet,
Hausdorff, Arhanghelski, Cioban.

In notele date de curs sunt prezentate, pe parcursul a patru unitati de continut, rezultate
clasice din geometrie diferentiala si topologie.

Cursul ”Geometrie diferentiala si topologie” joaca un rol important in cadrul pregatirii
profesorilor de matematica. Sunt importante aplicatiile Geometriei diferentiale si Topologiei



Obiectele de studiu ale geometriei diferentiale si topologiei

~

n:
- fizica teoretica (spatiile Riemann gi teoria relativitatii, optica);
- mecanica teoretica (studiul traiectoriilor);
- teoria ecuatiilor diferentiale (solutii speciale);
- geografie, geodezie, cartografie (curbe de nivel);
- grafica computationala (curbe Bezier, curbe spline);
- economie (curba cererii, curba costului);
- psihologie (curba invatarii, curba uitarii) etc.
In predarea acestui curs:

in primul rind, se concretizeaza notiunile de baza si modul de definire a acestora;

se concretizeaza materialul teoretic studiat la contact direct si individual;

se aleg diverse probleme cu caracter aplicativ pentru seminare;

se alcatuiesc teste pentru evaluarea continua si finala a cunostintelor.

10 Ina D. Ciobanu GEOMETRIE DIFERENTIALA si TOPOLOGIE



Functia vectoriala de argument scalar

2. Functia vectoriala de argument scalar

Curbele si suprafetele mai comod se definesc cu ajutorul functiilor ce primesc valori vecto-
riale sau functii vectoriale de argument scalar (vector-functii). Vom aplica notiunile de baza
ale analizei matematice pentru functii vectoriale de argument scalar.

Fie G o multime arbitrara de puncte de pe o dreapta, plan sau spatiu.

Definitia 1. Vom spune, ca pe multimea G este definita vector-functia r, daca fiecarui
punct t € G i se pune in corespondenta vectorul r(t).

Pentru vector-functii, asemenea functiilor scalare in analiza matematica, se introduce

notiunea de limita.
Definitia 2. Vom spune, ca r(t) — a pentru t — ty, daca |r(t) —a| — 0 pentru t — t.

Pentru vector-functii sunt juste teoremele despre limita, analogice teoremelor despre li-
mita pentru functii scalare. Demonstratiile acestor afirmatii nu se deosebesc esential de
demonstratiile afirmatiilor respective pentru functii scalare in analiza matematica.

Pentru functiile vectoriale vom introduce notiunea de continuitate asemenea functiilor

scalare.

Definitia 3. Functia r(t) se numeste continud in punctul to, dacd
lr(t) —r(to)| — 0

pentru t — ty.

Fie rq(t) si ra(t) - vector-functii continue in punctul to, iar A\(¢) - functie scalara continua
in acest punct. Atunci vector-functiile A(¢)rq(t), r1(¢) £ra(t), r1(t) x ra(t), r1(t) - ro(t) sunt
continue in punctul %.

Aceasta proprietate de continuitate este o consecinta a proprietatilor limitei.
Definitia 4. Fie r(t) - vector-functia definita pe un segment. Vom spune, cd vector-functia
r(t) are in punctul t al segmentului derivatd, dacd exista limita raportului

r(t+h)—r(t)
h

pentru h — 0. Derivata in punctul t se noteazd v (t) (figura 0.1).

Daca ry(t) si ra(t) - vector-functii diferentiabile in punctul ¢, iar A(¢) - functie scalara
diferentiabila in acest punct, atunci vector-functiile A(¢)rq(t), r1(t) & ra(t), r1(t) X ra(t),
r1(t)-ra(t) sunt diferentiabile in punctul ¢, si in plus au loc urmatoarele reguli de diferentiere:

()\I’l)/ = )\/rl + )\I‘ll,
(I‘l + I'Q)/ = I'1/ + I'zl,
(I'l X 1'2)/ = I'1l X Trg +17 X I'zl,

(1'1 . I‘2), = I‘1, “To + 17 - I'2/.

Derivata vector-functiei r'(t) se numeste derivata a doua a functiei r(t) si se noteaza r' ().
Analogic se defineste derivata a treia, a patra etc.

Ina D. Ciobanu GEOMETRIE DIFERENTIALA i TOPOLOGIE 11



Functia vectoriala de argument scalar

\M/,,,r/.(f).//’

r(t + At) — r(t)
At

Figura 0.1: Sensul geometric al derivatei functiei vectoriale

Functia r(t), ce are derivate continue pina la ordinul & inclusiv pe segmentul (a,b) se
numeste functie de k ori diferentiabila pe acest segment.

Fie eq, ez, €3 - trei vectori unitari, ce nu sunt situati in acelasi plan. Fiecare vector r(t)
admite reprezentarea sub forma:

r(t) = veq + yes + zes,

numerele x,y, z se determina univoc si se numesc coordonatele vectorului r(¢) in raport cu
baza ey, es, es.

In particular,
r(t) = xi+yj + zk.

Fie r(t) - vector-functia definita pe un segment. Sa determinaam trei functii scalate
z(t),y(t), z(t) prin conditia

r(t) = 2(t)i+ y(t)j + 2(Dk.

Atunci, in cazul in care functiile z(¢),y(t), z(t) sunt continue sau diferentiabile, atunci
funcia vectoriala r(t) este continua, respectiv diferentiabila. Invers, daca vector-functia
r(t) este continua sau diferentiabila, atunci functiile z(t), y(t), z(t) sunt continue, respectiv
diferentiabile.

Remarca. Definirea parametrica a curbei prin ecuatiile

12 Ina D. Ciobanu GEOMETRIE DIFERENTIALA si TOPOLOGIE



Functia vectoriala de argument scalar

este echivalenta cu definirea printr-o singurda ecuatie vectoriala
r(t) = xi+ yj + 2k,
unde i, j,k sunt vectori unitari, reciproc ortogonali cite doi, cu directiile axelor Ox, Oy, Oz

respectiv.
Pentru functii vectoriale are loc formula Taylor, si anume, daca r(t) este functie de n ori
diferentiabila, atunci

r(t + At) = r(t) + Atr'(t) + ... A (x) (1) 4 £(t, At)),

n!

unde |e(t, At)| — 0 pentru At — 0.
Notiunea de integrala Riemann pentru o functie vectoriala se introduce ca si in cazul

functiei scalare. Integrala vector-functiei poseda proprietati obignuite.

Ina D. Ciobanu GEOMETRIE DIFERENTIALA i TOPOLOGIE 13






Unitatea de continut I.
TEORIA CURBELOR

Notiunea de curba este una din notiunile fundamentale cercetate in geometria diferentiala.

1. Notiune de curba

1.1. Curba elementara

Pentru a defini notiunea de curba ne vom referi la aplicatiile unei multimi arbitrare de

puncte in spatiu.

Definitia 1.1. Fie M - o multime arbitrara de puncte din spatiu. Vom spune, ca este data
aplicatia f a multimii M in spatiu, daca fiecarui punct x € M 1 se pune in corespondenta
un punct f(x) din spatiu.

Punctul f(x) al spatiului se numeste imaginea punctului x € M. Multimea punctelor
f(M), alcatuita din imaginile tuturor punctelor multimii M, se numeste imaginea multimii
M.

Definitia 1.2. Aplicatia f a multimii M se numeste injectiva, daca imaginile punctelor
diferite sunt diferite.

Fie f - o aplicatie injectiva. Atunci, intr-un mod evident, se defineste aplicatia f~!
a multimii f(M), la care punctului f(x) i se pune in corespondenta punctul z. Aceasta
aplicatie se numeste aplicatie inversa pentru f.

Definitia 1.3. Aplicatia f a multimii M se numeste continua, daca

(Ve e M),(Ve>0),(30 >0): (Vye M:p(z,y) <9):

p(f(), f(y)) <e.

Definitia 1.4. Fie f - o aplicatie injectivd si continud a multimis M. Dacd aplicatia = a
multimii f(M) de asemenea este continud, atunci f se numeste aplicatie topologica.
In acest caz, multimea M si imaginea ei f(M) la aplicatia topologica f se numesc omeo-

morfe sau topologic echivalente.

Sa definim curba elementara.

Definitia 1.5. Multimea v de puncte din spativ se numeste curba elementara, daca aceasta
mulfime este imaginea segmentului deschis de dreapta la aplicatia topologica a acestuia in

spatiu.

15



Notiune de curba

1.2. Curba plana simpla

Definitia 1.6. Multimea G de puncte spatiale se numeste deschisa, daca Vx € G putem

indica numarul € > 0 a.i. toate punctel y din spatiu cu p(z,y) < e ne dau y € G.
Este evident, ca totalitatea multimilor deschise este o multime deschisa.

Definitia 1.7. Vom numi vecinatatea punctului x din spativ orice mulfime deschisa ce

contine acest punct. (sfera)

Definitia 1.8. Multimea M de puncte din spatiu se numeste conexa, daca nu exista mulfimaile
deschise G', G care descompun M in doud parti M', M, una dintre care ar apatine nu-
mai i G, iar cealaltd - numai lui G . (multimi conexe de puncte pe dreapta R - segment,

semisegment, interval, semidreaptd deschisa sau inchisa, dreapta)
Vom defini curba simpla.

Definitia 1.9. Multimea v de puncte din spatiu se numeste curba simpla, daca aceasta
mulfime este conexa si orice punct x al et poseda o astfel de vecinatate in care partea curbei

v situatd in ea sa fie o curba elementara.
Constructia curbei simple 1n intregime se face mai clara din urmatoarea afirmatie.

Teorema 1.1. Imaginea unui segment deschis sau a unui cerc la aplicatia topologica in

spatiu este o curba simpla.

Invers, orice curba simpla este imaginea unui segment deschis sau a unui cerc la aplicatia
topologica in spatiu.

Astfel Teorema 1.1 exprima urmatoarea proprietate: Curba simpla este omeomorfa unui
segment deschis sau unui cerc.

Fie functiile ¢(t), 1 (t) sunt continue pe segmentul [«, [3].

Definitia 1.10. Fie multimea v a punctelor M(x,y) (figura 1.1), coordonatele carora se

determina de egalitatile

=), y=9(@1),a <t <B. (1.1)
Multimea ~ se numeste curba plana simpla, daca pentru diferite valori ale parametrulus

t € |a, B] primim diferite puncte din mulfimea .

Daca vom considera parametrul ¢ o marime fizica - timpul, atunci curba plana simpla poate
fi imaginata drept traectoria unui punct ce se misca pe plan, si in plus aceasta traectorie nu
are puncte de autointersectie si puncte de autosuprapunere.

Punctele M (z,y), coordonatele carora se determina cu egalitatile (1.1), se numesc punctele
curbei v. Punctele A si B, ce corespund valorilor limita « si § ale parametrului ¢, se numesc
puncte limita ale curbei ~.

Exemplu de curba plana simpla este graficul unei functii y = f(z) continue pe segmentul
[, B]. Acest grafic este multimea punctelor M, coordonatele carora x,y se determina din
relatiile x = t,y = f(t),a <t < . Este evident, ca pentru diferite valori ale parametrului ¢
primim diferite puncte de pe grafic.

16 Ina D. Ciobanu GEOMETRIE DIFERENTIALA si TOPOLOGIE



Notiune de curba

o z = p(t) X

Figura 1.1: Traectoria punctului M (z,y)

Remarca 1.1. Una si aceeasi curba simpla poate fi parametrizata prin diferite metode.

Remarca 1.2. Importanta este notiunea de curba plana simpla inchisa.

Fie v st v9 doua curbe plane simple astfel, incit:

1. fiecare din punctele limita ale curbei v, coincide cu unul din punctele limita ale ale
curbetr o,

2. orice puncte ne limita ale curbelor v, st o sunt distincte.

Multimea v, oblinuta prin reuniunea curbelor v, $i 2, se numeste curba plana simpla
inchisa.

Curba plana simpla inchisa de asemenea poate fi parametrizata cu ajutorul relatiilor de
tipul (1.1) (figura 1.2).

Curba simpla omeomorfa unui cerc se numeste inchisa.

1.3. Curbe plane definite parametric

Originea acestei metode de definire a curbelor este reprezentarea curbei ca o totalitate de
pozitii consecutive de migcare a unui punct.

Sa studiem citeva exemple.

Exemplul 1.1. Totalitatea pozitiilor consecutive ale punctului M (x,y), ce se misca pe plan

la schimbarea parametrului t dela —oo pina la 400 conform legei

?—1 -1

—a Sy —ate a0,
Tl YT e

reprezintd o curba, numitd strofoida (figura 1.3, figura 1.4).

Ina D. Ciobanu GEOMETRIE DIFERENTIALA i TOPOLOGIE 17



Notiune de curba

Y2

Figura 1.2: Curba plana simpla inchisa

Definitia 1.11. Vom spune, ca relatiile

reprezintd ecuatiile parametrice ale curbei plane v, daca exista o partitie ® a domeniului {t}
in segmente partiale [t;,t;11], incit la schimbarea parametrului t pe fiecare astfel de segment
relatiile (1.2) definesc o curba simpla pland. Curba v, in cazul dat, reprezintd reuniunea
curbelor simple indicate (finind cont de autointersectiile su auto suprapunerile posibile) cu
conditia schimbarii monotone a parametrului t pe mulfimea {t}.

In acelagi timp, se spune, ca curba vy este definita parametric cu ajutorul relatiilor (1.2).
Exemplul 1.2. Relatiile
r=¢e"cost, y=0, 0 <t < +o0

reprezinta o curba definita parametric.

1.4. Curbe spatiale
Definitia 1.12. Multimea v de puncte M din spatiu, coordonatele x,y, z ale carora se de-
termina de egalitatile

l’:(p(t),y:w(t),zzx(t),aStéﬂ, (13)

unde @(t), 1 (t), x(t) - functii continue pe segmentul o, B], se numeste curba spatiala simpld,
daca pentru diferite valori ale parametrului t € [a, f] primim diferite puncte din mulfimea
v.

Relatiile (1.3) se numesc ecuatiile parametrice ale curbei spatiale.

18 Ina D. Ciobanu GEOMETRIE DIFERENTIALA si TOPOLOGIE



Notiune de curba

Figura 1.3: Strofoida: este indicata ordinea trecerii curbei

te[-1,0] te[0,1] te(1,2]
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Figura 1.4: Portiunile simple ale strofoidei

1.5. Curba ca godograful functiei vectoriale

Fie {t} - o multime conexda de puncte pe dreapta R (segment, semisegment, interval,
semidreapta deschisa sau inchisa, dreapta).

Cunoasgtem, ca pe multimea {t} este definita functia vectoriala r = r(¢), daca fiecarei
valori t € {t} dupa o regula bine determinata i se pune in corespondenta vectorul r(¢). Daca
vom depune toti vectorii din originea de coordonate, atunci la schimbarea parametrului ¢ pe
multimea {t}, extremitatea M a vectorului r(¢) va descrie o multime M, care se numeste

godograful functiei vectoriale r(t) (figura 1.5).

1.6. Curba generala

Definitia 1.13. Partea comuna a curbei v st a unei vecinatati a punctului X din spatiu se
numeste vecindtatea punctului X pe curba simpla v (figura 1.6).
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Notiune de curba

M {1y

r(t)

Figura 1.5: Godograful functiei vectoriale

i

Figura 1.6: Vecinatatea punctului pe curba simpla

Conform definitiei, orice punct al curbei simple poseda o astfel de vecinatate, care repre-
zinta curba elementara. In continuare, vorbind despre vecinatatea punctului pe curba, vom

avea 1n vedere vecinatea elementara a lui.

Definitia 1.14. Aplicatia f a multimii M in spativ se numeste local topologica, daca fiecare

punct al acester multimi poseda o astfel de vecinatate, in care aplicatia f este topologica.
Sa definim curba generala.

Definitia 1.15. Multimea ~ de puncte spatiale se numeste curba generala, daca aceasta
mulfime reprezinta tmaginea curbei simple la aplicatia local topologica a et in spatiu.

Vom spune, ca aplicatia f; a curbei simple v, si aplicatia fo a curbei simple v, definesc
una si aceeagi curba generala ~, daca intre punctele curbelor v;, 7, poate fi stabilita o
corespondenta topologica, la care imaginile punctelor corespunzatoare curbelor date pe curba

~ coincid.
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Curba regulata. Metode de definire analitica a curbelor

Exemplul 1.3. In figura 1.7 avem o curba generala, care poate fi reprezentata ca imaginea
unui cerc la aplicatia local topologica prin doua metode.

Fie punctul se misca pe cerc, atunci imaginea lut se misca pe curba. Punctul-imagine -
1,2,3,4,2,5 sau 1,2,4,3,2,5. Imaginile - curbe generale diferite, insa ca mulfimi de puncte

- coincid.

Figura 1.7: Curba generala

Fie curba generala ~ este imaginea curbei simple 7 la aplicatia f local topologica in spatiu.
Vecinatatea punctului f(x) pe curba v va fi imaginea oricarei vecinatati a punctului z € 7 la
aplicatia f. deoarece aplicatia f in vecinatatea destul de mica a punctului x este topologica,
atunci f(z) are pe 7y vecinatatea, ce reprezinta curba elementara.

Astfel, cercetarea oricarei curbe pe portiuni mici, se reduce la studierea curbei elementare.

2. Curba regulata. Metode de definire analitica a curbelor

Definitia 1.16. Curba v se numeste requlata (de k ori diferentiabila), daca fiecare punct al
acestei curbe poseda o astfel de vecinatate, care admite parametrizare requlata, adica definirea
prin ecuatiile in forma parametrica (1.3):

r = fl(t)u Yy = f2<t)7 &= f3(t)7
unde f1, fa, f3 - functii requlate (de k ori diferentiabile).
Pentru k£ = 1 curba se numeste neteda.

Definitia 1.17. Curba v se numeste analitica, daca in vecinatatea suficient de mica a
fiecarui punct al sau, aceasta curba admite parametrizare analitica (functiile fi, fa, f3 -

analitice).

In continuare vom cerceta numai curbele regulate.
Din tema precedenta cunoastem, ca o curba in vecinatatea fiecarui punct al sau poate fi
definita prin ecuatiile in forma parametrica (1.3):
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Curba regulata. Metode de definire analitica a curbelor

unde x(t),y(t), z(t) - functiile definite pe intervalul o < ¢t < .
Este evidenta intrebarea, cind sistemul de egalitati

r=ua(t), y=y(t), z=2(t), (a <t <p)

defineste curba regulata, adica cind aceste egalitati pot fi cercetate ca ecuatiile unei curbe?

Raspuns la aceasta intrebare ne da urmatoarea teorema.

Teorema 1.2. Daca z(t),y(t), z(t) - functiile requlate, ce satisfac conditia

22 1y )+ 27 >0 (a <t < B),

atunci sistemul de egalitati

z=a(t), y=y(t), 2= 2(1), (a <t <P)

reprezinta ecuatiile unei curbe . Aceasta curba este imaginea segmentulut deschis o <t < 3
la aplicatia local topologica, care punctului ta segmentului 7 pune in corespondenta punctul

spatial cu coordonatele x(t),y(t), z(t).

Demonstratie.

Vom demonstra numai ca aplicatia locala din teorema este univoca.

Daca afirmatia nu este justa, atunci exisa ¢y, in vecinatatea oricit de mica a caruia putem
indica t; i ty (1 # t2) astfel, incit

x(tr) —z(t2) =0, y(t1) —y(t2) =0, 2(t1) — 2(t2) = 0.
Conform teoremei despre valoarea medie, primim:
() =0,y (&) =0, (&) =0,

unde &1, &9, &3 sunt cuprinse intre ¢y si to. Deoarece t; si to sunt situate oricit de aproape de

to, atunci dupa continuitatea functiilor «'(¢),y'(t), 2’ (t) avem:
z(tg) =0, ¥ (tg) =0, 2 (t) =0

§i, prin urmare
12 12 12
x (to) +vy (t()) +z (to) = 0.

Am ajuns la contrazicere. Afirmatia este demonstrata. ]
Unele curbe la alegerea convenabila a axelor de coordonate z, y, z admit parametrizarea
de tipul
v=t y=g(t), s =0(t) (a <t <)
sau

y=w(x), 2=9() (a <z <f).

Aceasta parametrizare in majoritatea cazurilor este foarte convenabila. In legatura cu
aceasta apare intrebarea: Cind curba admite astfel de parametrizare, cel putin pe portiuni

foarte mici?
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Tangenta, normala, planul normal la o curba

Teorema 1.3. Fie v - curba requlata,

= h(t),y=ft), 2= f5(t), (e <z <p)

parametrizarea ei requlata in vecindtatea punctului (zo,vo,z0) ce corespunde parametrului
t =to. Fie in acest punct fi(t) # 0. Atunci in vecindtatea suficient de micd a punctului to
curba v poate fi definita de ecuatiile:

unde @ si v - functiile requlate in raport cu variabila x.

In continuare vom cerceta definirea implicita a curbei, si pentru simplitate ne vom limita

cu curbele plane (ce apartin unui plan, in particular planului Oxy).

Definitia 1.18. Vom spune, ca curba plana este definita de ecuatia

p(z,y) =0,
exprimind prin aceasta doar faptul ca coordonatele punctelor curbei satisfac ecuatia data.

Teorema 1.4. Fie o(x,y) - o funclie requlata in raport cu variabilele x si y. Fie M -

multimea punctelor planului Oxy, ce satisfac ecuatia

o(z,y) = 0;

(w0, yo) - punctul acestei mulfimi, in care @, +¢,* # 0. Atunci punctul (xo,yo) posedd astfel
de vecinatate, incit toate punctele ce apartin ei ale multimaii M alcatuiesc o curba elementara
requlata.

Teorema 1.5. Fie o(x,y,z) si(x,y,z) - o functie requlata in raport cu variabilele x, vy,
z. Fie M - multimea punctelor spatiale, ce satisfac ecuatiile

()O(x7 y7 Z) = 07 ¢(x7 y? Z) - 07

(20, Yo, 20) - punctul acestei multimi, in care rangul matricei

(Soz Py %Oz)

Vo by Y.

este egal cu 2. Atunci punctul (xg,yo, 20) poseda astfel de vecindtate, incit toate punctele ce
apartin et ale multimic M alcatuiesc o curba elementara requlata.

3. Tangenta, normala, planul normal la o curba

Fie data curba plana (spatiald) v, P € 4. Ducem prin punctul P o dreapta g si Q ¢ g,
Q € . Notam h = p(Q, g), d = p(Q, P) (figura 1.8).

Definitia 1.19. Dreapta g se numeste tangenta la curba plana (spatiald) v in punctul P,
daca
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Tangenta, normala, planul normal la o curba

Figura 1.8: Tangenta la o curba

Teorema 1.6. Curba neteda y are in orice punct al sau o singura tangenta.

Daca ecuatia vectoriala a curbei v este
r=r(t),
atunci vectorul director al tangentei coincide cu x'(t) (t - valoarea parametrului in punctul
P.)

Demonstratie. Presupunem, ca in punctul P, ce corespunde valorii parametrului ¢, curba
7 are tangenta g. 7 - vector director al tangentei g (|7] = 1).
Ecuatia vectoriala a curbei 7 este r = r(¢). Dam parametrului ¢ o crestere arbitrara At,

obtinem ¢ + At. Avem un punct nou @, carui ii corespunde raza vectoare r(t + At).

d=p(Q,P) =|Ar(t)| = |Ar(t + At) — r(t)].
h=|[Ar, 7| = h = |Ar] - |7] - sina.

Astfel
h_ |[Ar, 7]| _ |Ar[-[7] - sina sine — 0
d |Ar(t)] |Ar(t)|
(cind @ — 0 sau Q — P).
Dar [[Ar, 7|
N | v i | v | R 1 B O]
A A e s T e Y
|At] At
De aici

/ —
[r (1), T] — 0.
A ~ — . . . / . v

lar aceasta are loc numai in cazul cind 7 are directia vectorului r (¢). Deci, daca tangenta

. v . . . . / . . Y]
exista, atunci ea are directie vectorului r () si, prin urmare, este unica.

v . . . . P v

Faptul, ca dreapta ¢ trece prin punctul P si are directia vectorului r (t), este tangenta, de

asemenea este just deoarece

ot Ao ) L lFore)

4" ) v’ (t)] r'2(t)‘
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Tangenta, normala, planul normal la o curba

[]

Definitia 1.20. Dreapta care trece prin punctul P si este perpendiculara pe tangenta la

curba plana v in punctul P se numeste normala la curba v in punctul P.

Definitia 1.21. Planul generat de normalele la curba spatiala v in punctul P se numeste

planul normal la curba data.

3.1. Ecuatiile tangentei si normalei ale curbei plane ~

1. Fie curba 7 este definita in mod explicit: y = f(x), atunci ecuatiile tangentei si normalei

vor fi, respectiv:

!

Yy —yo=f (wo)(x —x0) |,

1
y—yoz—m(ﬂf—%o)-

2. Fie curba v este definita in mod implicit: F'(z,y) = 0, atunci ecuatiile tangentei i

normalei vor fi, respectiv:

Fy (2o, yo)(x — 20) + Fy(20, Y0) (Y — yo) =0,

rT—% _ _Y—Y
Fx(l'07y0> Fy(x()ayO)

3. Fie curba 7 este definita in mod parametric: =z = z(t), y = y(t), atunci ecuatiile

tangentei si normalei vor fi, respectiv:

T — X _ Y—7%Y
' (to) ' (to)’

x (to)(z — x0) + ¥/ (o) (y — yo) = 0|

3.2. Ecuatiile tangentei si planului normal ale curbei spatiale ~

1. Fie curba v este definita in mod parametric: = = z(t), y = y(t), z = 2(t), atunci
ecuatiile tangentei si planului normal vor fi, respectiv:

T—To Y—Y <2~ %0

v'(to)  y(to)  Z(t)’

z'(to)(x — m0) + y (o) (y — y0) + 2 (to) (2 — 20) = 0|

2. Fie curba «y este definita prin ecuatiile explicite: y = y(z), z = z(z), atunci ecuatiile

tangentei gi planului normal vor fi, respectiv:

T — o :?J—yo _ Z— 20
1 Yy (zo) 2 (o)’

(2 — x0) + ¥ (20)(y — o) + 2 (20) (2 — 20) = 0.
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Planul osculator al curbet

3. Fie curba v este definita prin ecuatiile implicite: F(x,y,z) =0, G(z,y, z) = 0, atunci
ecuatiile tangentei si planului normal vor fi, respectiv:

T—To Y—Y _ 22— %20

A A, A;

T — X Y—1Y Z— 20
Fm(x07y0720> Fy(l‘ﬂ)y(hz()) FZ(xO;y())ZO) = 0 )
G (0, Y0, 20)  Gy(z0,%0,20) G:(0, Yo, 20)

unde

F, F.
G, G.

F, F.
G, G,

F, F,

Al - .
G, G,

7A2:_ 7A3:_

Exercitiul 1.1. Determinati ecuatiile tangentei si normalei ale curbei y:
r=1 -2t y=1>+1

in punctul A(t =1).

Exercitiul 1.2. Determinati ecuatiile tangentei si normalei ale curbei :

3+ 9® — 3axry =0

in punctul A(32,3).

Exercitiul 1.3. Determinati tangenta la parabola y = x2, paraleld la dreapta y = 4x — 5.
Exercitiul 1.4. Determinati ecuatia tangentei si planului normal ale curber
w2+ =10, y* + 22 =25

in punctul M(1,3,4).

4. Planul osculator al curbei

Fie 7 o curba, P € 7, a - planul ce trece prin punctul P, Q ¢ a, Q € .
Vom nota h = p(Q, «), d = p(Q, P) (figura 1.9).

Definitia 1.22. Planul o se numeste planul osculator al curbei v in punctul P, daca

Teorema 1.7. Curba requlata v (cel putin de 2 ori continuu diferentiabila) in orice punct
are planul osculator. Planul osculator este unic sau orice plan, ce contine tangenta la curba
v, este osculator.
Daca
r =r(t)

este ecuatlia curbei vy, atunci planul osculator in punctul, ce corespunde valorii parametrului
t, este paralel vectorilor r'(t), r' (t).
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Planul osculator al curbet

Figura 1.9: Planul osculator al curbei

Demonstratie. Fie « - planul osculator al curbei v in punctul P, ce corespunde valorii
parametrului ¢. Vom nota prin € - vectorul unitar al normalei la planul a. Consideram
punctul @, carui 1i corespunde valoarea t + At.

Calculam:

d = |Ar| = |r(t + At) —x(1)],

h = ‘pTgP_Q’ =

(€ P@)’ = |(€, Ar)| = |(€;r(t + At) —r(1))] =

!

" = ’ 1 "
= |(¢, rl—('t)At + r2—(|t)At2 + &A1) = |(€r (1) At + 5(6, r (t)Af + (€ 61)At?
Astfel
he |@x ()AL + L@ x" ()AL + (€,e)A%| Gl + el 4 B
a2 |Ar| B Ar)? -

@r'@w , @x'w) , -

() + &

Deoarece 2% — 0 pentru At — 0, &, & — 0, iar ‘r/(t)| # 0, atunci (¢,r'(¢)) = 0

si (€1 (1))
vectorilor r'(¢), r” (t).

0. Deci, daca planul osculator exista, atunci planul osculator este paralel

Existenta planului osculator rezulta din
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Tangenta de ordinul n a curbelor

Este evident, ci planul osculator fiind paralel vectorilor r'(t), r” (t) va fi unic, daca r'(t),

r’(t) sunt neparaleli.
[l

Pentru cazul definirii parametrice a curbei v:

avem urmatoarea ecuatie a planului osculator in punctul P cu valoarea parametrului ¢ = #:

rT—Zo Y—Y 22— 20
2'(to) Yy (to) 2'(to)| =0},
x"(to) y"(to) 2"(to)

unde zo = x(to), yo = y(to), 20 = 2(to);
sau ecuatia planului osculator va fi:

Alz — a(to)] + Bly — y(to)] + Clz — 2(to)] = 0},

unde

Z! 2!
y//(t(]) Z//(to) x// (t()) Z//(t0>

sin = {A, B,C} - vectorul normal al planului osculator.

Teorema 1.8. O curba in spatiu este plana daca si numai daca, in orice punct al ei, planul

osculator este acelasi (are directia normalei fizd).

In cazul cind planul osculator este unic, vom evidentia 2 drepte remarcabile: normala prin-
cipala - normala situata in planul osculator, si binormala - normala perpendiculara planului
osculator.

Exercitiul 1.5. Determinafi ecuafia planului osculator in punctul M(1,1,1) la curba ~:

v =, 2% =z

Exercitiul 1.6. Sa se arate ca urmatoarea curba este curba plana si sa se determine planul

osculator (care o contine):

r(t) = {sint, 2cos (% - t) , 1+ cost}.

5. Tangenta de ordinul n a curbelor

Fie 7, 7 - curbe elementare, ce au un punct comun O si P € 7.

Notam:

Definitia 1.23. Vom spune, c¢d curba v are cu curba v tangentd de ordinul n in punctul O

(figura 1.10), daca

d—fi—>0, P — 0.
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fnfd§urdtoarea unei familit de curbe, ce depind de parametru

Figura 1.10: Tangenta curbelor

Fie v, 7/ - curbe generale, ce au un punct comun O. Vom spune, ci curba 4 are cu curba
~ tangenta de ordinul n in punctul O, daca vecinatatea elementara a punctului O € +' are
tangenta de ordinul n cu vecinatatea elementara a punctului O € ~.

Teorema 1.9. Fie v, v - curbe requlate plane; curba v este definitd in mod implicit:

o(z,y) =0,

. / LU A .
tar curba vy este definita in mod parametric:

Fie in punctul O(zo,yo) avem:
o’ + i, £ 0.
Atunci pentru ca curba v cu curba v si aibd tangentd de ordinul n in punctul O este

necesar §i suficient ca pentru valoarea parametrului t, ce corespunde punctului O, sa fie
satisfacute conditiile:

(1.4)

Exercitiul 1.7. Determinati ordinul de tangenta in originea de coordonate a curbelor y =
sinx, Yy = tgx.

6. Infasuratoarea unei familii de curbe, ce depind de
parametru

Fie S{7,} - o familie de curbe netede plane, ce depind de parametrul « (figura 1.11).
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fnfdwrdtoarea unei familit de curbe, ce depind de parametru

Yo

Figura 1.11: infégurétoarea unei familii de curbe

Definitia 1.24. Curba neteda v se numeste infasuratoarea familier S, daca curba in orice
punct al sau este tangenta cel putin cu o curba a familiei i fiecare segment al ei este tangent
cu un numar infinit de curbe a families.

De exemplu, curba neteda, ce nu are sectiuni rectilinii, este infasuratoarea tangentelor
sale.

Urmatoarea teorema, intr-o masura oarecare, rezolva problema determinarii infaguratoarei.

Teorema 1.10. Fie curbele v, ai familier S in domeniul G sunt definite de ecuatiile
olr,y,a) =0, a < a < b,

unde @ - o functie continuu diferentiabila in raport cu fiecare argument al sau ce satisface
conditia
prz + ‘Py2 # 0.

Atunci infasurdtoarea v a familiei S (daca exista) se defineste de ecuatiile:

90<x7y705) = Oa Qpa(xayaa) =0 (15)

in sensul, ca pentru fiecare punct (x,y) al infasuratoarei putem indica acel o a.i. sistemul
de valori x,y, o va satisface ambele ecuatic ¢ =0, ¢, = 0.

Exercitiul 1.8. Determinati infasuratoarea familiei de curbe:

(z—a)® +y* =ad*

Remarca 1.3. Sistemul de ecuatii (1.12) poate fi satisfacut de curbe, ce nu sunt infasuratoare.
De exemplu, pentru familia de curbe

(r—a)P’+(y—a)-3r—a)y—a)=0

sistemul (1.12) este satisfacut de dreapta y = x, care nu este insda infasurdatoare. Aceastd
dreapta este alcatuitadin punctele nodale ale curbelor familiei date (figura 1.12).
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Lungimea arcului de curba. Parametrizare naturala

“

Q

NN

Figura 1.12: Dreapta y = x nu este infaguratoare

7. Lungimea arcului de curba. Parametrizare naturala
Fie v - curba elementara, care este imaginea unui segment deschis g la aplicatia topologica
f.

Definitia 1.25. Vom spune, ca linia frinta I este regulat inscrisa in curba vy, daca proima-

ginile virfurilor sale pe g urmeazd in aceeasi ordine ca $i pe linia frinta T (figura 1.13).

Figura 1.13: Linie frinta regulat inscrisa in curba

Proprietatea liniei frinte de a fi regulat inscrisa in curba nu depinde de omomorfismul f.

Definitia 1.26. Curba v se numeste rectificabila in vecinatatea punctulut P, daca punctul P
poseda vecinatate elementara, in care toate liniile frinte requlat inscrise in ea sunt marginite

omogen dupa lungime.

Curba, rectificabila in vecinatatea fiecarui punct al sau, se numeste rectificabila.
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Lungimea arcului de curba. Parametrizare naturala

Definitia 1.27. Vom numi segment de curba, acea parte a ei omeomorfa segmentului inchis
de linie dreapta.

Definitia 1.28. Vom numi lungimea arcului (sau arc) supremumul lungimilor liniilor frinte

requlat inscrise in acest segment.

Teorema 1.11. Curba neteda ~y este rectificabila.

Daca

este parametrizarea netedd a ei $iy (a < t < b) - segmentul curbei vy, atunci lungimea acestui

segment este

Fie v o curba rectificabila, r = r(t) - o parametrizare arbitrara a ei. Fie s = s(t) - lungimea
arcului segmentului (tot) € . Vom defini functia o(¢) prin conditiile:

s(t), to <t
o(t) =1 —s(t), to >t
0, =t

Functia o(t) este strict monotona, prin urmare o poate fi luata drept parametru pe curba.

Astfel de parametrizare se numeste parametrizare naturald.

Teorema 1.12. Parametrizarea naturala a curbei v requlate (de k ori diferentiabile, anali-
tice) fara puncte singulare este requlata (de k ori deferentiabila, respectiv analitica). Daca

r =r(0) - parametrizarea naturald a curbei, atunci

Demonstratie.
Fie r = T(t) o parametrizare regulata a curbei v in vecinatatea unui punct arbitrar, ce

corespunde valorii parametrului o;. Pentru fiecare segment din aceasta vecinatate avem

t
12
o—0] = \/ 17 (t)dt.
! /t1 ()

do

— =/[F(®)]? >0,

0]

iar T(t) - functie de k ori diferentiabila in raport cu variabila ¢, atunci ¢ este functie de k ori

Deoarece

diferentiabila in raport cu variabila ¢. Dar pentru o, apropiat de oy,

r(o) = (i(0)).
Rezulta, ca r(o) - functie regulata (de k ori diferentiabild). Avem:

dr(o) dF dt dF 1 dF 1
do  dt do dt 4o dt |¥(t)|
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Curbura curbei. Formule de calcul

Deci,

O
In continuare vom da formulele pentru lungimea arcului curbei regulate in diferite cazuri

de definire analitica a curbei.
Lyrz=at), y=y), z=2()

to
8(751, tg) = /
t1

2.7:y=y(x), z=2z(z)

to
r/(t)‘ dt = / V't +y? + 2|
t1

2
s(x1,mo) = / V14 y?+ 2 de|
z1

Pentru curbele plane, situate in planul Ozy, in aceste formule vom pune z' = 0.

Exercitiul 1.9. Determinati lungimea arcului curbe:
xr = acht, y = asht, z = at
intre punctele 0 si t.

Exercitiul 1.10. Determinati lungimea arcului curbes

3 = 3a’y, 2xz = a®

intre planele y = a/3 $i y = 9a.

8. Curbura curbei. Formule de calcul

Fie P - un punct arbitrar al curbei regulate v si ) - punctul curbei, situat aproape de P.
Vom nota prin Ap - unghiul intre tangentele curbei v in punctele P si @, iar prin |As| -
lungimea arcului PQ € « (figura 1.14).

Figura 1.14: Curbura curbei
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Curbura curbei. Formule de calcul

Definitia 1.29. Vom numi curbura curbei v in punctul P

Ay _
Ql—rgj |As|

Definitia 1.30. Raportul

se numeste raza de curbura a curbei vy in punctul P.

Teorema 1.13. Curba regulata (de 2 ori continuu diferentiabild) are in orice punct curbura
k.
Daca r = r(s) - parametrizarea naturald a curbei vy, atunci

k:

r”(s)) :

Demonstratie.

Fie punctelor P si ) le corespund valorile s §i s+ As ale parametrului, respectiv. Unghiul
Ay este egal cu unghiul dintre vectorii unitari ale tangentelor 7(s) = r'(s), 7(s + As) =
r'(s + As) (figura 1.15).

Figura 1.15: Vectori unitari ale tangentelor

Deoarece vectorii 7(s), 7(s + As) sunt unitari i alcatuiesc unghiul Agp, avem

17(s + As) — 7(s)| = 25in%.

Prin urmare A A
[7(s + As) — 7(s)| _ 2sindE _sind A
A Bsl 52 JAS

2

Trecind la limita pentru Ay — 0 (|As| — 0), obtinem
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Curbura curbei. Formule de calcul

Figura 1.16: Diferite culori ale curbei in dependenta de valorile curburii

In figura 1.16 este aratata curbura curbei plane y = cosx in fiecare punct al ei, alternind
culorile:
In continuare vom determina expresia pentru curbura curbei in cazul definirii parametrice

arbitrare. Fie curba este definita de ecuatia vectoriala
r=r(t).

Sa exprimam derivata a doua a vector-functiei r dupa arcul s prin derivatele in raport cu t.

Avem
li !
r=r,-s
De aici
12 12 ’
r =s (r(s)‘zl).
Deci
! ! ’
/ r r r
r o= — _
$ 5, 812 r/Z

Diferentiind aceasta egalitate inca odata in raport cu ¢, vom obtine

roon
” 1) ’ 2<r7r ) 9
r - r — I - "o / / "
” ’ 2\/1./2 rr —r (r, r )
r..-s = = .

SS ['/2 ( r/2)3

1 A N o 12 12 ..
Ridicind la puterea a doua si tinind cont, car ™ = s, vom primi

"2 14 n 13 ’ ” 12 ’ "y 2 "2 14 12 ’ "\ 2
"2 ) r T —2rr (I‘,r)—l—r (I',I') r r —7r (I',I')
58 12 3 12 3
r r

12 "2 12 ’ " 2 12 72 "2 72 2
r r T —(I',I') r r 'r|—{r|"r|'COSQO

&) )

2

"
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Curbura curbei. Formule de calcul

Deci
12 ’ 7”112
"2 12 r { [I‘ , T ]
r S =
* ( ,2>3
r
Rezulta
||:I'/ r//] 2
"2 5 | 2
r, =——=%k
59 ( ,2)3
r
sau

Astfel, am obtinut

rl’ r”] |

x|’

Exemplul 1.4. Curbura dreptei, definita prin ecuatiile parametrice:
xr=ux9+at, y=1yo+ bt,
unde (xg,yo) - un punct al dreptei, iar {a,b} - coordonatele vectorului director. Astfel

r = {zo +at, yo+ bt}

Inlocuind, avem

Exemplul 1.5. Curbura cercului, definit prin ecuatiile parametrice:
x = Rcost, y = Rsint.

Astfel
r = {Rcost, Rsint}

r = {—Rsint, Rcost},
r’ = {—Rcost, —Rsint}.
[rl,r"} = {0,0, R?},

’ 17
r,r

= R?

=R
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Curbura curbei. Formule de calcul

Inlocuind, avem

Deci

In continuare vom deduce formulele pentru curbura curbei in diferite cazuri de definire

analitica a curbei.

Loy z=uat), y =yt
Astfel
r = {xz(t), y(t)}

r={z,y},
I‘II _ {:L‘N’y//}.

4] =1
[r,rn—

/

.

H //

Inlocuind, avem

ron "o

y=flx)er=1y=f(v)

Aplicam formula din cazul precedent:

inlocuind, obtinem

f(x)]
(1+ /@)

Njw

3. v F(z,y) =0

Calculam derivata in raport cu variabila x:
F,-x +F -y =0

sau
F;—i—F;-y/ = 0.
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Torsiunea curbei. Formule de calcul

Rezulta

Calculam derivata a doua:

J - (E))’ - Fuy—2F, - F,- Fo + F, - (Fl)°
- v
(£))

Inlocuim in formula pentru curbura din cazul precedent:

obtinem

f' (@)
(1+77@)

L —

Y

(SIS

. ) Fl, —2F,-F, - F. +F. - (F)
- 3

() + (7))

Exercitiul 1.11. Calculati curbura curbei:

x = acht, y = asht, z = at.

Exercitiul 1.12. Calculati curbura curbei:

Y = SINT.

Exercitiul 1.13. Calculati curbura curbei:

y* = 2pa.

9. Torsiunea curbei. Formule de calcul

Fie P - un punct arbitrar al curbei v si ) - punctul curbei, situat aproape de P. Vom

nota prin Af - unghiul intre planele osculatoare ale curbei v In punctele P si @), iar prin

|As| - lungimea arcului PQ € ~ (figura 1.17).

Definitia 1.31. Vom numi torsiunea absoluta a curbei vy in punctul P

lim Af o
im — = )
Q—P |As| g

Teorema 1.14. Curba requlatd v (de 3 ori continuu diferentiabild) in fiecare punct al sdu,

in care curbura k # 0, are torsiunea absoluta |s|.

Daca r = r(s) - parametrizarea naturald a curbei v, atunci

} (r/7 I'//7 r///)

k2

|2 =
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Torsiunea curbei. Formule de calcul

Figura 1.17: Torsiunea curbei

Demonstratie. Daca curbura curbei v in punctul P este nenula, atunci, folosind conti-
nuitatea, £ # 0 si in punctele apropiate de P. In orice punct, unde k # 0, vectorii r/(s),
r”(s) sunt nenuli si neparaleli. De aceea, in fiecare punct (), apropiat de P, exista un plan
osculator determinat.

Fie 3(s) si f(s + As) - vectori unitari ale binormalei in punctele P si @ ale curbei 7.

Unghiul A6 este egal cu unghiul dintre vectorii 5(s) si 5(s + As).
Deoarece vectorii (s) si f(s + As) sunt unitari si alcituiesc unghiul A6, avem

‘g(s + As) — B(s)| = QSin%.
De aceea
‘5(5 + As) — B(s) B 23in% B sin% A6
|As| N |As| a % |As|’

De aici, trecind la limita pentru |As| — 0, primim

G (s)

= |x|.

—

5_7 € 5, deoarece ’E: (%52> = 0. Este evident, ca 5’ 1t

Intr-adevar,

Inlocuind 7 = 1r" si f = rxr’ rimim;:
L 3 )

O
Semnul torsiunii depinde de directia rotatiei: in cazul, cind rotatia se efectueaza impotriva

migcarii acelor de ceasornic, daca privim din virful vectorului tangent, atunci avem semnul
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Formulele Serret-Frenet. Ecuatiile naturale ale curbei

Figura 1.18: Semnul torsiunii

plus; in cazul, cind rotatia se efectueaza dupa miscarea acelor de ceasornic, atunci - minus
(figura 1.18).

In cazul parametrizarii arbitrare r = r(t) ale curbei v, torsiunea se va calcula dupa formula:

[
(Ir', x"])°

|2 =

Exercitiul 1.14. Calculati torsiunea curbei:
x = acht, y = asht, z = at.
Exercitiul 1.15. Calculati torsiunea curbes:
Y = Sinx.

Remarca 1.4. Curba, pentru care torsiunea in fiecare punct este nula, este o curba plana.

10. Formulele Serret-Frenet. Ecuatiile naturale ale curbei

Definitia 1.32. Tre: semidrepte, ce iesa dintr-un punct al curbei si au directiile vectorilor

t, i si 5, sunt muchiile unghiului triedru. Acest unghi triedru se numeste triedru natural
(figura 1.19).

La cercetarea proprietatilor curbei in vecinatatea punctului P in mai multe cazuri este
mai convenabil de ales sistemul cartesian de coordonate in urmatorul mod: P - originea de
coordonate; axele triedrului natural - axele de coordonate. In continuare vom primi ecuatia
curbei la alegerea data a sistemului de coordonate.

Vom exprima derivatele vectorilor ¢, 77 si b pe arcul curbei prin insisi vectorii ¢, 7 si b.

Observam, ca

= "

t'=r =kn.

Astfel

Ry
Il
>
Sy
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Formulele Serret-Frenet. Ecuatiile naturale ale curbei

D

Figura 1.19: Triedrul natural

Urmatorul vector O’ || 7 si b'7i = —5¢, deci

—

b = —sri|.

siﬁ/:(bxt) — B X T4 DXl = —3il X T+ b x kit = 3b — ki, Astfel

n = —kt + b
Am obtinut
t = ki
V= — ki 4 (1.6)
b = —nn

Formulele (1.6) se numesc formulele Serret-Frenet.

Pentru a memoriza mai ugor formulele (1.6), vom folosi urmatorul tabel:

tlalo
¢ k
7? —k >
b — 3

Exercitiul 1.16. Demonstrati, ca

— — — k '
(b,7 b”? b”’) - %5 (_) .
”
Vom gasi descompunerea functiei vectoriale r(s + As) in vecinatatea punctului arbitrar

P, ce corespunde arcului s, dupa axele triedrului natural in punctul dat. Avem:

/ A 2 " A 3 "
r(s+ As) :r(s)+As~r(3)+TS-r (s)—i—Tsm (s) + ...
insé, in punctul
Pir=0,r =i r =kf,
v = (kit) = K'7i + kn' = k'fi + (—kt + »b)k = k'ii — kT + kb s.am.d.
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Formulele Serret-Frenet. Ecuatiile naturale ale curbei

Prin urmare,

— A / — pad
r(s+As)=As-t+ — kit + — - (ki — Kt + keb) + ...

Sau

; As? As2 AS N
r(s+ As) =1 (As— Tsk2+...) +ﬁ(TS+Tsk +> +b(%k%+...).

Observam, ca coordonatele x, y, z sunt functii de k i ». Aceasta ne da posibilitatea sa

afirmam ca curbura si torsiunea intr-o masura oarecare determina curba.

Teorema 1.15. Fie k(s) si »(s) - functii arbitrare regulate si k(s) > 0. Atunci existd si
numai una singurd, cu exactitatea pind la pozitia ei in spafiu, curba vy, pentru care k(s) -
curbura, »(s) - torsiunea, in punctul ce corespunde arcului s.

Teorema 1.16. Fie 71, o - doud curbe netede cu aceeasi lungime i r1(s), ra(s) - parame-
trizarile lor naturale. Daca in punctele corespunzatoare aceste curbe au curburile si torsiunile
1dentice:

k1(s) = ko(s), sa1(s) = sa(s),

atunci exista o aplicatie ce transformda curba v, in curba 5. Altfel, curbura si torsiunea
determind curba cu exactitatea pind la pozitia ei in spatiu (figura 1.20).

e
Y2

n n

b b

t

t

Figura 1.20: Curbe netede cu aceeasi lungime
Definitia 1.33. Sistemul de egalitati
k= k(s), »= x(s) (1.7)

se numeste ecuatiile naturale ale curbei.

Exercitiul 1.17. Determinati ecuatitle naturale ale curbei, definita de parametrizarea

z =at, y = av2nt, Z:% (a > 0).
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Unitatea de continut Il.
TEORIA SUPRAFETELOR

1. Suprafata elementara. Suprafata simpla. Suprafata
generala

1.1. Suprafata elementara

Definitia 2.1. Domeniul plan se numeste domeniul elementar, daca acesta reprezintda ima-
ginea discului deschis la alicatia topologica.

Astfel, domeniul elementar - este domeniul omeomorf discului.

Exemplul 2.1. Domeniu elementar: interiorul patratului, dreptunghiului, triunghiului, elip-

set etc.

Definitia 2.2. Multimea ® de puncte din spatiu se numeste suprafata elementara, daca

aceasta mulfime este imaginea domeniului elementar plan la aplicatia topologica a acesteia

in spatiu (figura 2.1).

Figura 2.1: Suprafata elementara

Fie ® - o suprafata elementara si GG - domeniul elementar plan, imaginea caruia la aplicatia
topologica f este suprafata ®. Fie u si v - coordonatele cartesiene ale punctului arbitrar din
domeniul G, iar z,y, z - coordonatele punctului respectiv de pe suprafata a.i.

x:fl(u7v)7 y:fZ(u7U)7 Zng(U,U). (21)
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Suprafata elementara. Suprafata simpla. Suprafata generala

Acest sistem de egalitati, ce defineste aplicatia f a domeniului G in spatiu, se numeste
ecuatiile suprafetei ® in forma parametrica; u si v se numesc coordonatele curbilinii pe
suprafata.

Ecuatiile (2.1) pentru u sau v fixat definesc o curba situata pe suprafata ®. Aceste curbe
se numesc liniile de coordonate.

Definirea coordonatelor curbilinii u, v ale punctului M de pe suprafata parametrizata
® determina pozitia acestui punct, deci, si valoarea razei ei vectoare r = OM. Astfel,
raza vectoare a punctului suprafetei parametrizate este o functie in raport cu coordonatele
curbilinii ale acestui punct. Relatia

r =r(u,v), (2.2)

ce determina aceasta dependenta functionala, este echivalenta cu (2.1) si se numeste ecuatie

parametrica a suprafetei.

1.2. Suprafata simpla

Definitia 2.3. Multimea ® de puncte din spatiu se numeste suprafata simpla, daca multimea
® este conexa si fiecare punct x € ® are vecinatatea G astfel, incit, portiunea din ® situata
in G, va fi o suprafata elementara.

Figura 2.2: Suprafata simpla

O suprafata simpla este obtinuta prin deformare continua (intindere, comprimare gi indoire)
a unei parti de plan. In timpul procesul acestei deformari punctul planului se migca de-a
lungul unui traseu si trece intr-un anumit punct de pe suprafata (figura 2.2).

Exemplul 2.2. Fie
P={(u,v):0<u<4m,0<v <1}

un dreptunghi deschis pe planul (uv). Sistemul
T = ucosu, Yy = usinu, z = v

defineste in spatiul E3 o suprafatd simpld (figura 2.3).
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Suprafata elementara. Suprafata simpla. Suprafata generala

~

v

Figura 2.3: Suprafata cilindrica cu directoarea de forma spirala

Suprafatd elementard este o suprafati simpld. Insd suprafetele elementare nu reprezinti
toate suprafetele simple. De exemplu, sfera este suprafata simpla, dar nu este suprafata
elementara.

O idee despre varietatea suprafetelor simple ne da urmatoarea afirmatie.

Propozitia 2.1. Daca dintr-o suprafata simpla arbitrara vom inlatura orice multime inchisa
fara a schimba conexitatea partii ramase, atunci acesta parte ramasd va fi de asemenea o

suprafata simpla.

Definitia 2.4. Suprafata simpla se numeste completa, daca punctul de limita al oricarui sir

convergent de puncte de pe suprafata de asemenea va fi un punct de pe suprafata.

Exemplul 2.3. Suprafata completa: sfera, paraboloid.

Suprafata incompleta: calota sferica (fara cercul ce-l margineste).
Daca suprafata simpla completa este finita, atunci suprafata se numeste inchisa.

Exemplul 2.4. Suprafata inchisa: sfera, tor (figura 2.4).

Figura 2.4: Tor - suprafata inchisa

Ina D. Ciobanu GEOMETRIE DIFERENTIALA i TOPOLOGIE 45



Suprafata requlata

1.3. Suprafata generala

Definitia 2.5. Partea comuna a suprafetei simple ® si a unei vecinatati spatiale a punctului

x se numeste vecinatatea punctulut x pe suprafata simpla P.

Conform definitiei orice punct al suprafetei simple poseda vecinatate, care este suprafata
elementara. In continuare, vorbind despre vecinatatea punctului pe suprafata, vom avea in
vedere astfel de vecinatate elementara.

Definitia 2.6. Multimea ® de puncte din spatiu se numeste suprafata generala, daca ® este
mmaginea suprafetei simple la aplicatia local topologica a acestei multimi in spatiu.

Vom spune, ca aplicatia f; a suprafetei simplei ®; si aplicatia f; a suprafetei simplei
®, determina una gi aceeasi suprafata generala ®, daca inre punctele suprafetelor ®; si &,
putem stabili o corespondenta topologica, la care imaginile punctelor respective ale acestor
suprafete pe suprafata ® coincid.

Studiind suprafetele elementare, simple si generale putem spune, ca studierea oricarei

suprafete se reduce la cercetarea suprafetei elementare.

2. Suprafata regulata

Din definitia suprafetei generale rezulta, ca orice punct al ei poseda vecinatatea, care

reprezinta suprafata elementara.

Definitia 2.7. Suprafata ® se numeste requlata (de k ori diferentiabila), daca fiecare punct al
acestei suprafete are vecinate ce admite parametrizare requlata, adica definirea prin ecuatiile

in forma parametrica (2.1)

Tr = fl(u7v)> Yy = fg(U,"U), z = fg(u,v),
unde f1, fa, fs - functii requlate (de k ori continuu diferentiabile), definite in domeniul
elementar G al planului (uv).

Pentru k£ = 1 suprafata ® se numeste neteda.

Definitia 2.8. Suprafata ® se numeste analitica, daca in vecindatatea suficient de mica a
fiecarui punct al sau, aceasta curba admite parametrizare analitica (functiile fi, fo, f3 -

analitice).

In continuare vom cerceta numai suprafete regulate.
Cunoagtem, ca o suprafata in vecinatatea fiecarui punct al sau poate fi definita prin
ecuatiile in forma parametrica:

x=z(u,v), y=y(u,v), z=2(u,v),

unde z(u, v), y(u,v), z(u,v) - functiile regulate in raport cu variabilele u si v, definite intr-un
domeniu G al planului (uv).
Este evidenta intrebarea, cind sistemul de egalitati

r=z(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v),

definegte o suprafata?

Raspuns la aceasta intrebare ne da urmatoarea teorema.
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Definirea analitica a suprafetei. Parametrizari speciale ale suprafetei

Teorema 2.1. Dacd z(u,v), y(u,v), z(u,v) - functiile requlate definite intr-un domeniu G
al planului (uwv), ce satisfac conditia, cd rangul matricei

Ty Yu 2u
Ty Yv 2o
peste tot in G este egal cu 2, atunci sistemul de egalitati

r=z(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v)

defineste o suprafata ®. Aceasta suprafata este imaginea suprafeter simple G la aplicatia local
topologica, care punctului (u,v) € G i pune in corespondenta punctul spatial cu coordonatele

z(u,v), y(u,v), z(u,v).

3. Definirea analitica a suprafetei. Parametrizari speciale
ale suprafetei

3.1. Definirea analitica a suprafetei

Unele suprafete la alegerea potrivita a axelor de coordonate x, y, z admit parametrizarea
de tipul
rT=u,y="1v, Z:f(U,U>,

unde f(u,v) - functia definitd in domeniul G al planului (uv). Ecuatiile acestei suprafete

pot fi inscrise intr-o forma echivalenta

z = f(z,y).
In continuare vom cerceta definirea implicita a suprafetei.

Definitia 2.9. Vom spune, ca suprafata ® este definita de ecuatia

QO(I, Y, Z) - 07
exprimind prin aceasta doar faptul ca coordonatele punctelor suprafetei satisfac ecuatia data.

Cu toate acestea, pot exista puncte din spatiu, care satisfac ecuatia data, insa nu apartin
suprafetei .
La studierea suprafetelor, definite de ecuatia ¢(z,y,z) = 0, un rol important il are

urmatoarea teorema.

Teorema 2.2. Fie ¢(x,y,z) - o functie requlata in raport cu variabilele x, y si z. Fie M -
multimea punctelor din spatiu, ce satisfac ecuatia

o(z,y,2) =0;

(z0,Y0,20) € M - punctul acestei multimi, in care ¢, + p,® + 0, # 0. Atunci punctul
(%0, Yo, 20) posedd vecindtate astfel, incit toate punctele mulfimii M ce apartin ei, alcatuiesc

o suprafata elementara requlata.
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Planul tangent st normala la o suprafata

3.2. Parametrizari speciale ale suprafetei

Propozitia 2.2. Suprafata regulata in vecindatatea fiecarui punct al sau admite o infinitate

de parametrizari.

La studierea suprafetelor regulate este foarte util sa folosim parametrizari speciale. Sa

cercetam cele mai aplicabile din ele.

Teorema 2.3. Fie ® - o suprafata requlata si
r=z(u,v), y=y(u,v), z = z(u,v)
o parametrizare requlata arbitrara a ei in vecinatatea punctulur P. Fie in punctul P

Ty Yu
Ty Yo

£ 0.

Atunci in vecinatatea punctului P suprafata ® admite definirea prin ecuatia

2= f(z,y),
unde f - functie regulata.

Teorema 2.4. Fie ® - o suprafata requlata si u,v - parametrizarea ei requlata. Fie in

vecinatatea punctului (ug, vo) sunt definite doud ecuatii diferentiale

{ Ai(u,v)du + By (u,v)dv = 0 (2.3)

As(u,v)du 4+ Ba(u,v)dv = 0,
coeficientii carora in (ug, vo) satisfac conditia

Al Bl

0.
A2 B2 7&

Atunci in vecinatatea acestui punct suprafata ® poate fi parametrizata astfel, incit liniile de

coordonate sa fie curbele integrale ale ecuatiilor (2.3).

Remarca 2.1. Sistemul (2.3) foarte des este definit de o singura ecuatie de gradul doi:
Adu? + 2Bdudv + Cdv® = 0.
Conditia respectiva pentru coeficientii ecuatiei date este:

AC — B%2 <.

4. Planul tangent si normala la o suprafata

Fie ® - suprafata, P € ®, a - planul ce trece prin punctul P (figura 2.5). Vom lua pe
suprafata punctul @) si vom nota

h=p(Q,a), d=p(Q, P).
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Planul tangent st normala la o suprafata

Figura 2.5: Planul tangent la o suprafata

Definitia 2.10. Planul o se numeste planul tangent la suprafata ® in punctul P, daca

Teorema 2.5. Suprafata neteda ® are in orice punct al sau planul tangent si numai unul
SIngur.
Daca

r =r(u,v)

este o parametrizare netedd arbitrarda a suprafetei, atunci planul tangent in punctul P(u,v)
este paralel cu vectorii v, (u,v) sir,(u,v).

Demonstratie. Presupunem, ca suprafata ® in punctul P(u,v) are planul tangent «. Fie

7 - vector normal al planului tangent o (|77] = 1, 7 L «), Q(u + Au, v + Av).

d=p(Q,P) =|r(u+ Au,v+ Av) — r(u,v)|,
h=praPQ = |(r(u+ Au,v + Av) — r(u,v), 7)] .
Astfel
|(r(u + Au,v + Av) — r(u,v), 1)
Ir(u+ Au,v + Av) — r(u,v)|

h JR—
5=
Conform definitiei % — 0 pentru Au, Av — 0. In particular,

|(r(u + Au,v) — r(u,v),n)]|
Ir(u + Au,v) — r(u,v)|

— 0, Au — 0.

Dar
. r(u+Au,w)—r(u,v) i .
|(r(u+ Au,v) —r(u,v),7)| Au ’ |(ru(u,v), )|
lr(u+ Au,v) — r(u,v)] r(u+Au7Av)*r(u7v) v, (u,v)]
Deci,

(ry(u,v),1)) =0.
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Planul tangent st normala la o suprafata

Deoarece
r(u,v) # 0

(ry(u,v) X ry(u,v) # 0), atunci egalitatea (r,(u,v),7) = 0 are loc numai in cazul, cind
r,(u,v) || a.

In mod analogic se arata, ca

r,(u,v) || .

Si deoarece r,(u,v), r,(u,v) # 0 si neparaleli (r,(u,v) X r,(u,v) # 0), rezulta ca planul
tangent (daca exista) este unic.
Vom demonstra acum existenta planului tangent. Fie a || ry(u,v), r,(u,v). Vom arata,

ca « este planul tangent la suprafata ® in punctul P(u,v). Avem:

h |(r(u+ Au, v+ Av) —r(u,v),7)|

d |r(u+ Au,v+ Av) —r(u, )|

|(ru, 1) Au + (r,,7) Av + &1V Au? + A112| B
|ruAu +r,Av + &V Au? + AU2| B

’(rwﬁ)ﬁ+(rwﬁ)ﬁ+a

?

Au Av =
Ty VAuZ+Av2 +ry VAuR+Av? &2

unde |&1], |€2] — 0 pentru Au, Av — 0.

Presupunem, ca exista sirul perechilor Au, Av — 0 pentru care % > ¢ > 0. Din girul

perechilor Au, Av putem extrage un subsir pentru care rapoartele

Au Av
VAW + Av?’ VAUZ + A2

vor converge la &, n respectiv. Este evident, ca €2 4+ n? = 1. Trecind la limitd, vom primi

B @) E+ () gl

d r,& + 1,7

Deoarece (r,,7) = 0, (r,,7) = 0, r,& + r,n # 0 (r,, r, neparaleli), atunci % — 0, ceea ce
contrazice faptului ca % >e > 0.

Teorema este demonstrata complet.
O

Definitia 2.11. Perpendiculara pe planul tangent al suprafetei ® in punctul P se numeste

normala la suprafata.

4.1. Ecuatiile planului tangent si normalei la o suprafata

1. &: z = z(z,y) - suprafata definita in mod explicit

Ecuatia planului tangent:

Ze (20, Y0) (T — 20) + 24 (70, Y0) (¥ — Ho) — (2 — 20) = 0
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Lema despre distanta de la punct la suprafata. Tangenta curbei si suprafeter

Ecuatia normalei:

L—To — Y—Y 2%

2:(T0, Yo) B Zy(%,?/o) -1

2. ¢ : F(z,y,z) =0 - suprafata definita in mod implicit

Ecuatia planului tangent:

Fy(xo, Yo, 20)(x — z0) + Fy (0, Y0, 20) (Y — Yo) + Fx(z0, Yo, 20)(2 — 20) =0

Ecuatia normalei:

T — To - Y —Yo _ 2= 20

Fx(x()ayOaZO) Fy(x(),yo,Zo) Fz(%,yo,zo)

3.9 x=21x(u,v), y=y(u,v), 2= z(u,v) - suprafata definita in mod parametric
Ecuatia planului tangent:

x — x(ug,vo) Yy —y(uo,vo) 2z — 2(uo,vp)
Ty (U0, Vo) Yu (U0, o) Zu(uo,v0) | = 0.
xv(u(b Uo) yv(uO, Uo) ZU(UO, Uo)
Ecuatia normalei:
x — x(ug, Vo) _ y — y(uo, vo) _ z — z(up, vo)

Iu(UO, Uo) yu(Um Uo)

%(an Uo) yv(UO, Uo)

Zu(uo, Uo) xu(“Oa Uo)

Zv(u07 Uo) Iv(um Uo)

yu(u07 Uo) Zu(u07 Uo)

yv(“Oy Uo) ZU(U()) Uo)

Exercitiul 2.1. Determinati ecuatiile planului tangent si planului normal ale elipsoidului

in punctul (z',y', 2): , , )
oyt oz
2 + = + ) =1.

Exercitiul 2.2. Alcatuifi ecuatiile planului tangent si planului normal ale sferei:
T =asinucosv, Yy = asinusinv, z = acosu

in punctul A(a,0,0).

5. Lema despre distanta de la punct la suprafata.

Tangenta curbei si suprafetei

5.1. Lema despre distanta de la punct la suprafata

Fie @ - o suprafata, ) - un punct arbitrar din spatiu, @ ¢ P.

Definitia 2.12. Vom numi distanta de la punctul Q) pina la suprafata ® limita inferioara

exacta a distantelor punctelor suprafetei pina la punctul Q).
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Lema despre distanta de la punct la suprafata. Tangenta curbei si suprafeter

Lema 2.1. Fie ® - o suprafata neteda, definita de ecuatia @o(x,y,z) = 0. Fie in punctul
O(7o, Yo, 20), O € ®:

v’ + "+ £ 0.
Daca Q(z,y,z) - un punct din spatiu, situat aproape de O, QQ ¢ ®, atunci la inlocuirea
coordonatelor punctului Q) in ecuatia suprafetei ®, vom primi marimea X\, care are ordinul

marimii h - distantei de la Q) la ® in sensul ca raportul % tinde la o anumita limita nenula,
cind Q se apropie nemdarginit de O, in afara suprafetei ® (figura 2.6).

~— Q

Figura 2.6: Distanta de la punct la suprafata

Vom aplica aceasta lema la intrebarea despre tangenta curbei si suprafetei.

5.2. Tangenta curbei si suprafetei

Fie ® - suprafata elementara, + - curba elementara au punctul comun O. Vom nota:

h=p(Q,®), d=p(Q, O).

Definitia 2.13. Vom spune, ca curba -~y are tangenta de ordinul n cu suprafata ® (figura 2.7),
daca

Prin tangenta curbei generale cu suprafata generala vom intelege tangenta vecinatatilor
elementare ele punctului lor comun.

Teorema 2.6. Fie ® - suprafata elementara requlata si v - curba regqulata, ce au punctul
comun O.

Fie p(x,y,2) =0 - ecuatia suprafetei ® in vecindtatea punctului O si ¢.> 4+ @,* + .2 #0
in punctul O; x = x(t),y = y(t), z = 2(t) - parametrizarea requlata a curbei vy in vecindtatea
punctului O si (2')* + (v')? + (2')* # 0 in punctul O.

Atunci pentru ca curba v sa aiba cu suprafata ® in punctul O tangenta de ordinul n
este mecesar si suficient ca pentru valoarea parametrului t ce corespunde punctului O sa fie
satisfacute conditiile:
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Paraboloidul osculator. Clasificarea punctelor suprafetei

Figura 2.7: Tangenta de ordinul n a curbei cu suprafata

(2.4)

Exercitiul 2.3. Ardatati, ca linia yz = x, vz =y + 1 are tangenta de ordinul 2 cu suprafata
z = xy in punctul M(0;—1;0).

6. Paraboloidul osculator. Clasificarea punctelor suprafetei

6.1. Paraboloidul osculator

Fie ® - suprafata regulata (de 2 ori continuu diferentiabila) si punctul P € . Fie U - un
paraboloid cu virful in punctul P, tangent cu suprafata in punctul dat (figura 2.8). Fie @ -
punctul arbitrar al suprafetei ®. Vom nota

h=p(Q,U), d=p(Q,P).

Definitia 2.14. Paraboloidul U se numeste paraboloid osculator al suprafeter ® in punctul
P, daca

. h
e ="

(Nu se exclude cazul cind paraboloidul U degenereaza intr-un cilindru parabolic sau un
plan.)

Teorema 2.7. In orice punct P al suprafetei requlate (de 2 ori continuu diferentiabile) ®
exista si numat unul singur paraboloid osculator U, in particular degenerat intr-un cilindru

parabolic sau un plan.
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Prima forma patratica fundamentala a suprafetei si aplicatiile ei

Figura 2.8: Paraboloidul osculator

6.2. Clasificarea punctelor suprafetei

Existenta si unicitatea paraboloidului osculator ne permite sa clasificam punctele suprafetei
astfel:

1. puncte eliptice (figura 2.9)

Figura 2.9: Punct eliptic

2. puncte hiperbolice (figura 2.10)

22
(——=);
p q
Figura 2.10: Punct hiperbolic

3. puncte parabolice (figura 2.11)

4. puncte de condensare (paraboloidul degenereaza intr-un plan) (figura 2.12)

7. Prima forma patratica fundamentala a suprafetei si
aplicatiile ei

7.1. Prima forma patratica fundamentala a suprafetei

Fie ® - o suprafata regulata, r = r(u,v) - o parametrizare regulata a ei gi n - vectorul

unitar al normalei la suprafatd in punctul (u,v).
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Prima forma patratica fundamentala a suprafetei si aplicatiile ei

Figura 2.11: Punct parabolic

axr +by+cz+d=0.

Figura 2.12: Punct de condensare

Definitia 2.15. Ezpresia
I = dr?

se numegte prima formd patratica fundamentala a suprafetei . (I > 0.)

Sa descriem aceasta expresie mai detaliat.

dr = r,du + r,dv
dr® = (rydu + rvdv)2 = r,2du® + 2r,r,dudv + r,2dv?

Notam
E= ruQ; F= LyTly, G = rv27

care se numesc coeficientii primei formei patratice fundamentale a suprafeter.

Astfel

1 = Bdu® + 2Fdudv + Gdv?),

unde EG — F? > 0.
Prima forma patratica fundamentala a suprafetei joaca un rol important in teoria suprafetelor.

Exercitiul 2.4. Calculati prima forma patratica a sferei:

x = Rsinucosv, y = Rsinusinv, z = Rcosu.

7.2. Aplicatiile primei forme patratice fundamentale a suprafetei

o LUNGIMEA curbei pe suprafata

Fie @ - o suprafata regulata si r = r(u, v) - o parametrizare regulata a acesteia. Fie
v - o curba regulata situata pe suprafata ®, definita de ecuatiile u = wu(t), v = v(t).
Vom determina expresia lungimii arcului de curba cu capetele in punctele Py(to) si
P(t).

Avem

s(to,t):/t |r'(t)|dt:/t v (u(t), v(t))|dt:/t |dr(u,v)| =
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Prima forma patratica fundamentala a suprafetei si aplicatiile ei

- [ Vata = [ Vi

unde [ - prima forma patratica fundamentala a suprafetei.

Astfel

s(to,t):/tt\/f.

Observam, ca pentru masurarea lungimilor curbelor pe suprafata este suficient sa

cunoastem prima forma patratica fundamentala a suprafetei. Astfel, se spune ca prima
forma patratica a suprafetei defineste metrica suprafetei, si foarte des aceasta se mai

numeste elementul liniar al suprafetei.

Prima forma patratica nu determina suprafata univoc. Este usor de descris exem-
ple de diferite suprafete, care la o parametrizare corespunzatoare vor avea primele
forme patratice identice. Dar pentru doua suprafete arbitrare, in general, nu exista

parametrizari, pentru care primele forme patratice sa coincide.

Exercitiul 2.5. Pe helicoidul drept x = ucosv, y = usinv, z = av sunt definite
lingile

v=In(u+ vu?+a?) + C.

Calculali lungimile arcelor acestor linii intre doud puncte My (uq,vy) st Ma(ug, vs).

o UNGHIUL dintre curbe pe suprafata

Definitia 2.16. Directia vectorului dr = r,du + r,dv se numeste directia (du : dv) pe
suprafata ®, definita de ecuatia r = r(u,v).
Aceasta directie uneori se va numi (d).
Definitia 2.17. Unghiul dintre vectorii
dr = rdu + r,dv
1
or = r,,0u + r,0v

se numegte unghiul dintre directiile (du : dv) gi (du : dv).

Sa determinam expresia pentru unghiul dintre directiile (d) si (9).

Avem
(dr, or) = |dr||dr|cos b,

dr® = Edu® + 2Fdudv + Gdv* = 1(d),
6r? = Béu® + 2FSudv + Gov* = 1(6),
(dr, ér) = Edudu + F(dudv + dvéu) + Gdvév = I(d, 6).

De aici pentru cos # primim urmatoarea expresie:

1(d, 5)
I(d)-1(5) ]|

cosf =

56 Ina D. Ciobanu GEOMETRIE DIFERENTIALA si TOPOLOGIE



A doua forma patratica fundamentald a suprafetei si aplicatiile ei

Exercitiul 2.6. Determinati unghiul dintre liniile v = 2u,v = —2u pe suprafata cu
prima forma patratica
I = du® + dv*.

Definitia 2.18. Vom spune, ca curba 7y pe suprafata ® definita de ecuatia r = r(u,v)
in punctul (u,v) are directia (du : dv), daca vectorul dr = r,du + r,dv este vectorul

tangent al curber in punctul dat.

Curba definita pe suprafata de ecuatiile u = u(t),v = v(t) in punctul (u(t),v(t))
are directia (u'(t) : v/(t)).

Definitia 2.19. Vom numi unghi in punctul (u,v) dintre doud curbe v iy pe suprafata
& cu punctul comun (u,v), unghiul dintre direcfiile curbelor in punctul dat.

Astfel, unghiul dintre curbe pe suprafata este unghiul dintre tangentele curbelor si,
prin urmare, unghiul nu depinde nici de parametrizarea suprafetei, nici de parametri-

zarea curbei.

Exemplul 2.5. Liniile de coordonate (liniile w = const i liniile v = const) au
directiile (0 : dv) si (0u : 0). De aceea, pentru unghiul dintre liniile de coordonate

obtinem:

Fdvdou B F
VGdv? - VESW:  VEG

Prin urmare, liniile de coordonate pe suprafata sunt ortogonale atunci st numai atunci
cind F' = 0.

cosf =

ARIA domeniului inchis pe suprafatad

Aria o a domeniului inchis D pe suprafata, ce este imaginea domeniului inchis D’

in raport cu functia vectoriala r (adica D = r(D’)), se calculeaza dupa formula:

o= //\/EG—FQdudU.
(D)

Exercitiul 2.7. Calculati aria patrulaterului situat pe helicoidul drept x = ucosv, y =

usinv, z = av, marginit de linitle w = o,u = a,v = 0,v = 1.

8. A doua forma patratica fundamentala a suprafetei si
aplicatiile ei

8.1. A doua forma patratica fundamentala a suprafetei

Fie ® - o suprafata regulata, r = r(u,v) - o parametrizare regulata a ei si n = n(u,v) -

vectorul unitar al normalei la suprafatd in punctul P(u,v).

Definitia 2.20. Ezpresia
Il = —(dr,dn)

se numeste a doua forma patratica fundamentala a suprafetei .
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A doua forma patratica fundamentald a suprafetei si aplicatiile ei

Sa descriem aceasta expresie mai detaliat.

dr = rdu + r,dv
dn = n,du + n,dv
—(dr,dn) = —(r,du + r,dv, n,du + n,dv) =
= —(ry,n,)du? + (—(ry,n,) — (ry,n,))dudv — (r,, n,)dv?

Notam
L= —(ry,n,), 2M = —(ry,n,) — (ry,n,), N = —(r,,n,),

care se numesc coeficientii celei de-a doua forme patratice fundamentale a suprafetes.

Astfel

1T = Ldu® + 2Mdudv + Ndv? |

Deoarece din definitia vectorului normal

(dr,n) =0,
prin urmare
d(dr,n) =0
sau
(d*r,n) + (dr,dn) = 0
sau
—(dr,dn) = (d*r,n)
sau
II = (d*r,n).
Astfel,
IT = (v, n)du? + 2(ry, n)dudv + (ry,,n)dv?,
unde
L= (ruuan)a M = (ruvan)a N = (rvmn)-
Deoarece
n = &r“’r”h? [, v.)| = VEG — F?,
ru7 I"U
avem

Tuuw Yuuw Ruu
Ty  Yu Zu
(I‘uu, ru,rv) _ Ly Yy 2y

VEG—F2  VEG—-F? '

I —

xu’u yu’u ZU'U
(Cups Ty Ty) Ty Yo Ry

VEG—F2  EG_—F2 '’
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A doua forma patratica fundamentald a suprafetei si aplicatiile ei

‘rUU y’U’U ’Z’U’U
Ty Yu 2w

(rvva I'u, rv) fL’U yv Zv

VEG-F2  VEG—-F?

In particular, daca suprafata ® este definita de ecuatia z = z(z, y), atunci

Z.’L’Z‘
NiET-E=4
o Fwy
VIt 2+

Ryy

S+t

Exercitiul 2.8. Calculati a doua forma fundamentala patratica a suprafetei elicoidale

T =ucosv, y=usinv, z = 0.

8.2. Aplicatiile celei de-a doua forme patratice fundamentale a
suprafetei

o Curburile principale normale ki, ko

(EG — F*)k* — (EN + LG — 2FM)k + (LN — M?) =0

e Curbura totala (Gauss) K

LN — M?

K=hhe=pr 5

o Curbura medie H

kit+ks  EN+LG+2FM

" 2 2(EG-F?)

Exercitiul 2.9. Determinati curburile principale normale ale paraboloidului z = a(x? + y?)

in punctul (0,0,0).

Exercitiul 2.10. Determinati curbura gaussiana st medie a paraboloidului z = axy in punc-

tul v =y = 0.
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Unitatea de continut Ill.
DATELE DE BAZA DIN TEORIA
MULTIMILOR

1. Notiune de multime. Submultimi

Conform definitiei creatorului teoriei multimilor, Georg Cantor (1845-1918), multimea este
"0 colectie de obiecte bine determinate, distincte ale intuitiei sau gindirii noastre, considerate
ca un tot”.

Remarca 3.1. Vom evidentia urmatoarele momente:

1. Definitia adusa mai sus nu este stricta, deoarece notiunea de "mulfime” se defineste
prin notiunea de “colectie”, sensul exact al careia nu este determinat. In genere, orice
alta ”definitie” a multimii ar conduce la definitia ei prin ea insasi - printr-un sinonim.
Este o situatie naturala - notiunea de mulfime este o notiune primara, la fel cum

punctul, dreapta sau planul in geometrie.

In teoriile axiomatice stricte, notiunea de "mulfime” se defineste indirect, prin pro-

prietatile ce le verifica.

Punctul de vedere pe care il vom adopta in lucrarea de fata constituie “teoria naiva”
a multimilor, vom evita constructii ariomatice stricte. Asa o abordare va inlesni
intelegerea, iar afirmatiile ce se vor obtine in asa mod pot fi demonstrate si din punct

de vedere al teoriilor axiomatice formale.
2. O multime de obiecte se considera ca un singur obiect.

3. Nu se impune nici o restrictie asupra elementelor mul{imii, adica asupra obiectelor ce
alcatuiesc multimea. Obiectele au doar calitatea de a apartine sau ba multimii.

4. Nu importa ordinea in care elementele intra in mulfime.

5. Pentru a defini o multime, este necesar de a defini elementele ce intra in aceasta
mulfime.

In continuare, de reguld, vom nota multimile cu litere mari: A, B,C,...Z (pot fi utilizate
alfabete diverse sau simboluri grafice etc.), iar elementele multimii cu litere mici: a, b, ¢, ... z.
Daca obiectul a apartine multimii A, adica a este un element al multimii A, vom scrie
a € A. Daca obiectul a nu se gaseste in multimea A, vom scrie a ¢ A. Simbolurile €, ¢ se

numesc apartenenta, respectiv neapartenenta.

63



Notiune de multime. Submultimi

Exemplul 3.1. Vom descrie unele exemple de multimsi:

1.

10.

11.

Multimea cifrelor sistemului zecimal de numeratie

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Multimea numerelor naturale

N={0,1,2,3,...,n,...}.

Multimea numerelor naturale pozitive

N*={1,2,3,....n,...}.

Multimea numerelor intregi

Z = {0,£1,42,43,...}.

Multimea numerelor rationale
Q:{T:mEZ,nEN*}.
n

Multimea numerelor reale. Aceasta mulfime se noteaza prin R gi se defineste strict in
cursul de analiza matematica. Elementele acester mulfimi sunt toate numerele rationale
si irationale (adica numerele ce nu pot fi reprezentate ca raportul dintre un numar intreg

i un numdr natural pozitiv). Exemple de numere reale:

5

1
-3, 2 17, 35, In6, 7, —sinl, e.

Multimea numerelor compleze

C={a+bi:abeR}unde i*=—1.

Multimea
S={(z,y,2):2,y,2 € Z, 2* +y* + 2* = 30}.

Multimea tuturor fulgilor de zapada din anul trecut.
Multimea tuturor cuvintelor din aceasta lucrare.

Multimea triunghiurilor din plan.

O multime se considera definita, daca exista un criteriu, dupa care deosebim elementele

multimii de celelalte obiecte ce nu fac parte din multime. In acest sens, o multime poate fi
definita

1. enumerind elementele multimii;

2. prin specificarea unei proprietati caracteristice ale elementelor sale.
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O multime determinata prin enumerarea elementelor sale se noteaza scriind intre acolade
elementele sale, separate prin virgule (vezi exemplul 1 de mai sus). Multimile definite prin
specificarea proprietatii P se vor nota prin

A={x:P(x)},
adica multimea acelor obiecte x, pentru care are loc P(x) (vezi exemplul 3).

Definitia 3.1. (Relatia de egalitate) Doua multimi A si B se numesc egale dacd orice
element al lui A apartine lui B st reciproc.

Cind doua multimi A i B sunt egale, vom scrie A = B, in caz contrar A # B.
Exemplul 3.2. A={z:2x€Z, x> =4}, B={-2,2}, A=B.

Definitia 3.2. Fie A si B doua multimi. Se spune ca A este o submultime a lui B, sau este
inclusa in B si se noteaza A C B, daca fiecare element al mulfimit A apartine multimii B,
adica

ACB&eVr(re A=z € B).

Exemplul 3.3. N CNCQcCcRcCC.

Definitia 3.3. Multimea, care nu contine nici un element se numeste multime vida.
Multimea vida se noteaza cu simbolul &.

Exemplul 3.4. {z eR:2°+1=0} = 2.

Multimea vida este submultimea a oricarei multimi.
Daca multimea A are n elemente, atunci numarul de submultimi al multimii A este egal
cu 2". Multimea tuturor submultimilor multimii A se noteaza prin P(A).

Exemplul 3.5. Pentru multimea A = {1,2,3} alcdatuita din 3 elemente vom avea

P(A) = {2, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {2,3}, {1, 3}, {1, 2,3} }.

2. Operatii cu multimi

Definitia 3.4. Reuniune a multimilor A st B se numeste mullimea notata cu AU B si
definita astfel
AUB={z:x € A sauz € B}

adica A U B este mulfimea elementelor ce apartin cel pulin uneia din mulfimile A si B

(figura 3.1).

Exemplul 3.6. Pentru A = {1,2,3}, B ={2,3,4,5} avem

AUB={1,2,3,4,5}.
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Operatiic cu multima

Figura 3.1: Reuniunea a doua multimi

A B

Figura 3.2: Intersectia a doua multimi

Definitia 3.5. Intersectie a mulfimilor A si B se numeste mulfimea notata cu AN B i
definita astfel
ANB={zx:x € Asix € B}

adica A N B este multimea elementelor ce apartin si lui A, si lui B (partea comund a
multimilor) (figura 3.2).
Exemplul 3.7. (—o0,1] N (—2,7] = (—2,1].

Definitia 3.6. Doud multimi A si B, care nu au elemente comune (adica AN B = &) se

numesc disjuncte.

Definitia 3.7. Diferenta a multimilor A i B se numeste multimea notatd cu A\ B gi
definita astfel
AB={z:xecAsix ¢ B}

adica A\ B este multimea elementelor din A ce nu apartin lui B (figura 3.3).

Exemplul 3.8. (—5,1]\ (-2,1] = (-5, —2].

Definitia 3.8. Diferenta simetrica a mulfimilor A si B se numeste multimea
AAB = (A\B)U(B\ A)

(figura 3.4).
Exemplul 3.9. (—00,2] \ [-3,5) = (—00, —3) U (2,5).
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Operatii cu multimi

A\ B

Figura 3.3: Diferenta a doua multimi

A B

AAB

Figura 3.4: Diferenta simetrica a doua multimi

Definitia 3.9. Fie T' o multime, iar A o submultime a acesteia, A C T. Mullimea
Cr(A)={z:zeT, x ¢ A}

se numegte complimentara multimii A in raport cu T (figura 3.5).

©

Cr(A)

Figura 3.5: Diferenta simetrica a doua multimi

Exemplul 3.10. Cg[l, +00) = (—o0,1).

Definitia 3.10. Fie x si y doua obiecte. Se numeste pereche ordonata a obiectelor x si y

multimea notata (x,y) si definita astfel:

(z,y) = {{z}, {z,y}}.
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Notiune de functie

Definitia 3.11. Produs cartesian al multimilor A si B se numeste multimea
Ax B={(z,y):x €A, ye B}.
Exemplul 3.11. Pentru A = {1,2}, B ={5,6,7} avem
Ax B=1{(1,5),(1,6),(1,7),(2,5),(2,6),(2,7)}.

Produsul cartesian A x A se noteaza AZ2.

3. Notiune de functie

Definitia 3.12. Fie X si Y doud multimi. Tripletul ordonat (X,Y,G), unde G este o
submultime a produsului cartesian X XY, se numeste corespondenta de la multimea X la
multimea Y. Multimea G se numeste graficul corespondentei, X - domeniul corespondentei,
iar'Y - codomeniul corespondentei (domeniul de valori).

Exemplul 3.12. Fie X = {1,2,3,4}, Y = {a,b,c} si o submultime G a produsului cartesian
X xY:

G ={(1,a),(3,a),(3,b),(2,0)}.
Tripletul o« = (X, Y, G) este o corespondenta de la multimea X la multimea Y (figura 3.6).

Figura 3.6: Corespondenta a doua multimi

Definitia 3.13. Corespondenta f = (X,Y,G) se numeste functie de la multimea X la
multimea Y, daca se verifica conditiile:

e Vxe X dyeVY: (z,y) €G.
o V(z,y), (z,y") e G=y =y

Multimea G se numeste graficul functiei, X - domeniul functiei, iar Y - codomeniul functiei
(domeniul de valori).

Notatii. Pentru functia f = (X, Y, G) se utilizeaza frecvent notatiile:

f: X =Y
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sau
x4y

Daca (z,y) € G, atunci se spune ca y este imaginea lui x prin functia f i se noteaza

y = f(z).

Remarca 3.2. Din definitia functiei rezulta ca functitle f : X1 — Y] st g : Xo — Yo sunt
egale daca gi numai daca X1 = Xo, Y1 =Y5 g1 f(x) = g(z), Vo € X;.

Fie f: X — Y o functie, A C X.

Definitia 3.14. Functia g : V. — W se numeste prelungire a functiei f, daca X C V,
YCWsiVee X : f(x)=g(x).

Definitia 3.15. Functia f|a: A — Y se numeste restrictie a functiei f la multimea A, daca
fla(z) = f(z),Vz € A.

Exemplul 3.13. Vom studia urmatoarele exemple:

1. Initial, aP se defineste ca produsul a p numere, egale toate cu a. Aceasta definifie
presupune p € N. Apoi se introduce notiunea de functie exponentiala: f : R — R,

f(x)=0a", a>0, a+#0. Ultima este o prelungire a primei functi.

2. Cumn!=1-2-3-...-n, functia f(x) = z! apriori nu are nici un sens, dacd v ¢ N.
Aceasta functie se prelungeste la Z (si chiar la R\ Z) prin intermediul functiei T’
(functia lui Euler de speta a doua).

Teorema 3.1. (Compunerea functiilor) Daca f = (X,Y,F) si g = (Y, Z,G) sunt doud
functii, atunci corespondenta g o f este o functie si (go f)(x) = g(f(x)).

Teorema 3.2. (Inversarea functiei) Fie f = (X,Y,F) o functie. Atunci corespondenta
= (Y, X, F1) este o functie dacd si numai dacd f~ o f=1x si fo f~l=1y.

4. Functii injective, surjective, bijective
Definitia 3.16. Functia f: X — Y se numeste
1. surjectiva, daca ¥y € Y Jx € X: f(z) =vy;
2. injectiva, daca ¥y, xe € X (11 # x2) = f(21) # f(x2);
3. bijectiva, daca f este i surjectiva, si injectiva.

Exemplul 3.14. Vom studia urmatoarele exemple:

1. Fie f : R — R, f(z) =22 Functia f nu este injectivd, deoarece, de exemplu, —1 # 1,
si totodatd, f(—1) = (=1)% = (1) = f(1). Aceastd functie nu este nici surjectivd,
deoarece Pr € R : f(x) = —1

Ina D. Ciobanu GEOMETRIE DIFERENTIALA i TOPOLOGIE 69
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2. Fie f : R — [0,+00), f(x) = 2% Aceastd functie nu este injectivd (vezi exemplul
precedent), dar este surjectiva, deoarece Yy € [0,+00) Ix € R (de evemplu, x = \/y):
2?2 =y.

8. Fie f:]0,400) = [0,400), f(x) = 2% Aceastd functie este surjectivi (vezi exemplul
precedent) i injectiva. Intr-adevdr, Yy, x4 € [0, +00) (z1 # x3) avem 2% # 23, adicd

f(x1) # f(xe). Fiind surjectiva si injectiva, f este si bijectiva.

5. Relatie binara. Relatie de ordine. Relatie de echivalenta
Fie A o multime nevida.

Definitia 3.17. O submultime nevida R a produsului cartesian A x A se numeste relatie
binara definita pe multimea nevida A.

Daca (z,y) € R vom scrie 2Ry i vom citi: x se afla in relatia R cu y.

O relatie binara R pe o multime nevida A se numeste:
e reflexiva, daca xRz, pentru orice x € A;
e simetrica, daca xRy = yRx, pentru orice z,y € A;
e antisimetrica, daca (xRy si yRxr) = = = y, pentru orice z,y € A;
e tranzitiva, daca (zRy si yRz) = xRz, pentru orice z,y,z € A.

Definitia 3.18. O relatie binard pe mulfimea nevida A se numeste relatie de ordine pe A,
daca ea este reflexiva, antisimetrica si tranzitiva.

Remarca 3.3. De multe ori relatia de ordine R se noteaza prin <. Astfel, xRy se scrie sub
forma x < y.

Definitia 3.19. Un cuplu (A, <), unde A este o mulfime nevida, iar < este o relatie de
ordine pe A se numeste mulfime ordonata.

Definitia 3.20. Mutimea ordonata (A, <) se numeste total ordonata daca pentru orice T,y €

A avem x <y sauy < x (adica orice doud elemente sunt comparabile).

Definitia 3.21. O relatie R pe o multime nevida A se numeste relatie de echivalenta daca
este reflexiva, simetrica si tranzitiva.

Exemplul 3.15. Urmatoarele relatic sunt de echivalenta:

1. Relatia de egalitate a elementelor unei multimi arbitrare X (z,y € X : xRy < x = y)
este o relatie de echivalenta.

2. Relatia de asemanare a triunghiurilor din plan este o relatie de echivalenta.

Remarca 3.4. De multe ori relatia de echivalenta R se noteazd prin ~. Astfel xRy se scrie

sub forma x ~y.
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Familie de elemente, familie de mulfim:

Definitia 3.22. Fie ~ o relatie de echivalenta pe A si x € A. Multimea
t={yeA:x~y}
se numeste clasa de echivalenta a lui x.
Remarca 3.5. Fie ~ o relatie de echivalentd pe A si x,y € A. Atunci T =19 sau TNy = .
Definitia 3.23. Fie ~ o relatie de echivalenta pe A. Mulfimea
Al ~={z:2€ A}

se numegte mulfimea cit (sau factor) a lui A generata de ~.

6. Familie de elemente, familie de multimi

Definitia 3.24. Vom numi familie de elemente din multimea X, indexata dupa mulfimea
I, functia
f:I—-X

Familia de elemente se noteaza (x;)ic; , unde z; = f(i),7 € I. In cazul, cind elemen-
tele multimii X sunt multimi, termenul de ”familie de elemente” se substituie cu termenul

"familie de multimi”.
Exemplul 3.16. Vom enumera citeva exemple de familii de elemente.

1. Fie I = N. Atunci familia de elemente din multimea X, indexata dupa multimea [
(adica f : N — X ), reprezinta sirul elementelor multimii X, (2,)2,, unde prin x,, s-a
notat f(n) (n € N).

2. Fie I = {1,2,...n}. Atunci familia de elemente din multimea X, indexata dupa
multimea I, reprezinta cortejurile ordonate

(z5)f=1 = (x1, 22, ... 7)),
unde x; € X,j =1,n.

Definitia 3.25. Se numeste reuniune de familii de multimi (X;);er multimea
UXi ={x:Ji(ielsizeX;)}
iel

Definitia 3.26. Se numeste intersectie de familii de mulfimi (X;);er mulfimea
(Xi={z:Vilie I =zecX)}
iel

Exemplul 3.17. Vom studia urmatoarele exemple cu reuniune si intersectie de familii:

LUML2-4=0,2).

neNx

2 N [L2+a) =12
a€(0,1]
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7. Multimi echivalente. Puterea multimii

Definitia 3.27. Mulfimile X $i Y se numesc echivalente (notafie X ~ Y ), daca existd o
bijectie f : X — Y.

Teorema 3.3. (Cantor) Multimea X nu este echivalenta cu multimea tuturor submultimilor

sale.

Teorema 3.4. (Cantor-Bernstein) Daca multimile X §i'Y wverifica conditiile:
1. multimea X este echivalenta cu submulfimea Yy din Y,
2. multimea Y este echivalenta cu submultimea X din X;

atunci mulfimile X s1Y sunt echivalente.

Definitia 3.28. Vom numi putere sau numar cardinal al mulfimii X (notatie Card X ) clasa

de echivalenta a multimii X relativ la relatia de echivalenta ~. Asadar,
Card X ={Y:Y ~ X}

Remarca 3.6. La figurat, puterea mulfimii X este ceea, ce este comun tuturor multimilor

echivalente cu mulfimea X .

Notatii. Vom nota Card N = X, (alef zero), Card R = ¢ (continuum).

8. Multimi numarabile

Definitia 3.29. Multimea X se numeste numarabila, daca Card X = g, adica daca N ~
X.

Afirmatia 3.1. Multimea X este numarabila, daca $1 numai daca ea se reprezintda ca

multimea valorilor unui sir, ce consta din termeni diferifi:

X = {xo,21,22,...},unde Vi # j : x; # x;. (3.1)

Demonstratie. Daca X este numarabila, atunci N ~ X gi, prin urmare, exista o functie
bijectiva f : N — X. Notind z, = f(n), se obtine reprezentarea (3.1).
Daca are loc relatia (3.1), atunci functia f : N — X, f(n) = z,,, © € N este o bijectie, de

unde rezulta, ca multimea X este numarabila. O]
Afirmatia 3.2. Orice multime infinita contine o submulfime numarabila.

Demonstratie. Fie multimea X - infinita. Atunci exista elementul zo € X. Cum X este
infinita, X \ {zo} la fel este o multime infinita, i, prin urmare, exista x; € X \ {z¢}. Similar,
exista 9 € X \ {zg,x1}. Continuind acest proces, se obtine sirul (z,)32, cu proprietatea
Tpi1 € X \ {xo, 21, 29,...2,}, n € N. Agadar, Vi # j : x; # xj, si In baza afirmatiei 3.1,

conchidem, ca multimea {xg, x1, T2, ... 2,} C X este numarabila. ]
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Multimi numarabile

Afirmatia 3.3. Fie multimile X 1Y - numarabile. Atunci multimea X UY este numarabila.

Afirmatia 3.4. Daca multimea X este numarabila, iar multimea Y - infinita. Atunci X U
Y ~Y.

Afirmatia 3.5. Fie mulfimile X $i Y numdarabile. Atunci mulfimea X XY se reprezinta ca

reuniune numarabila de multimi numarabile:

XxY:GXxj

Jj=1
prin urmare, mulfimea X XY este numarabila.

Exemplul 3.18. Vom studia urmatoarele exemple de multimi numarabile:

1. Multimea numerelor intregi Z. este numarabila, deoarece ea se reprezinta ca reuniune a

doua multimi numarabile:

Z={-1,-2,-3,..}U{0,1,2,3,...}.

2. Multimea numerelor rationale Q este numarabila, deoarece ea se reprezinta ca reuniune
numarabila de multimi numarabile:

Qz{%:méZ,nEN*}:G{%:m€Z}.

n=1
3. Numarul o € R se numeste algebric, daca exista un polinom
p(x) =ag+ a1z + ...+ apzy(a, #0;n €N)
cu coeficienti intregi, astfel incit p(a) = 0.
Multimea A a tuturor numerelor algebrice este numarabila.

fntr-adevdr, fie

A, = {aGA:EIajEZ,ij,_n,an%O,Zajaj:()},

j=0

Cum fiecarui polinom de gradul n,
p(z) =ag+ a1z + ...+ apxy,a; € Z,j = 0,n,a, # 0,

7 corespunde in mod univoc cortejul (ag,ay, ..., a,), a; € Z, j = 0,n, a, # 0, rezultd,
ca mulfimea polinoamelor de gradul n este echivalenta cu mulfimea

ZXTx...7x(Z\{0})
5:—/
g1, deci, este numarabild. Asadar, multimea polinoamelor de gradul n se scrie in forma
de gir. Vom numerota multimea radacinilor reale ale primului polinom (o mulfime
finita), dupa ce numerotam multimea radacinilor polinomului al doilea (multime finita)
st asa mai departe. Se obfine o reprezentare a mulfimii A,, in formda de sir, prin urmare,
o

A, este numdrabilda. Atunci si multimea numerelor algebrice A = |J A, la fel este o
n=1
mulfime numarabila.
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9. Multimi de puterea continuumului. Operatii cu numere
cardinale

Definitia 3.30. Multimea X se numeste de puterea continuului, daca
Card X = c,

adica X ~ R.

Exemplul 3.19. Vom studia urmatoarele exemple:

1. Cum functia f: (=Z,2) > R, f(z) = tgz este bijectivd, rezultd
T T
(59
Car 575 c
2. Cum functia f : (0;4+00) = R, f(z) = Inx este bijectiva, rezulta

Card (0;4+00) = c.

3. Cum pentru orice a,b € R, a < b, avem (a,b) ~ (—g, g), bijectia intre aceste multimi
este realizata, de exemplu, de functia
T

fi(a;b) = <—§>§>; f(z) =

T T
b—a(x_a)_§

rezulta, ca Card (a;b) = c.
4. Conform afirmatiei 3.4,
[0,1] = (0,1)U{0,1} ~ (0,1)
prin urmare, Card [0;1] = c.

Definitia 3.31. Fie o, 8 - numere cardinale, X,Y - multimi, Card X = «, Card Y = (.
Se spune ca numarul o este mai mic sau egal cu 5 (notatie o < ), daca ezista o submulfime
Y, CY, astfel incit Y1 ~ X.

Se spune cd « este strict mai mic ca 5 (notatie « < ), daca o < 3, o # .

Afirmatia 3.6. Fie X,Y - multimi. Urmatoarele afirmatic sunt adevarate:
1. daca exista o functie injectiva f : X — Y, atunci Card X < CardY;
2. daca exista o functie surjectiva f : X — Y, atunci CardY < Card X.
Afirmatia 3.7. Fie Card X =c¢, CardY = c. Atunci Card(X xY) =c.
Afirmatia 3.8. Fie Card X =c¢, CardY = c. Atunci Card(X UY) = c.
Afirmatia 3.9. Urmatoarele afirmatii sunt juste:

1. daca Card X = «a, atunci 2* = Card P(X);
2. a < 2% oricare ar fi numarul cardinal o
3. 2% = ¢;

4. No < cC.
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Unitatea de continut IV. SPATII
TOPOLOGICE

1. Notiune de spatiu topologic. Exemple

Definitia 4.1. Vom spune ca familia T de submultimi a multimii X formeaza o topologie

pe multimea X, daca:
1. 2, XeT;
2. DacaUy €T siUy €T, atunci Uy NUy € T
3. Daca A C T, atunci UA € T.

Perechea (X,7) se numeste spatiu topologic, elementele multimii X se numesc punctele
spatiului topologic; submultimile din X ce apartin familiei 7 se numesc deschise in spatiul
(X, 7).

Proprietatile familiei multimilor deschise pot fi reformulate astfel:
e Multimea vida si insasi spatiul topologic sunt multimi deschise.
e Intersectia a doua multimi deschise este o multime deschisa.
e Reuniunea a unei familii arbitrare de multimi deschise este o multime deschisa.

Din proprietatea 2 a topologiei imediat rezulta, ca intersectia a unei familii finite arbitrare
de multimi deschise este o multime deschisa.

Astfel, pentru a transforma o multime X intr-un spatiu topologic este suficient de indicat
submultimile din X, care vor fi considerate deschise.

Este evident, ca pe una si aceeasi multime putem construi diferite topologii.

Exemplul 4.1. Vom cerceta urmatoarele exemple de topologii:

1. Fie X = {x,y}, familia T = {@&, X} este o topologie pe X si se numeste topologie
antidiscreta sau triviala. Perechea (X,T) se numeste spafiu antidiscret.

2. Fie X ={z,y}, vom alcatui familia tuturor submultimilor multimii X :

7- = {@7 {33}7 {y}> {%, y}}

Familia T este o topologie pe X gi se numeste topologie discreta. Perechea (X,T) se

numeste spatiu discret.
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Baza spatiului topologic. Aziomele numarabilitatii

3. Fie X =R, familia T = {(a, ) : a, B €} de intervale disjuncte doud cite doud este o
topologie pe R si se numeste topologie naturala.

(In analiza matematica se demonstreaza, ca orice mulfime deschisd pe axa reald R este

reuniunea a unui numar finit sau numdrabil de intervale disjuncte doud cite doud.)

Fie pe multimea arbitrara X sunt construite doua topologii 77, 75 si, astfel sunt definite
doua spatii topologice (X, 77) si (X, 7z).

Definitia 4.2. Vom spune, ca topologia Ty este mai slaba decit topologia Ty (se noteaza
T < T3), dacd Ty C Tz, adici din U € Ty rezultd, ci U € To. In acest caz topologia Ts este
mai puternica (fina) decit topologia Ty .

Orice topologie T pe X este mai slaba decit topologia discreta si mai puternica decit
topologia antidiscreta (7, < T < Tq).
Insi existi si topologii, care nu pot fi comparabile.

2. Baza spatiului topologic. Axiomele numarabilitatii

Definitia 4.3. Orice submultime U € T al spatiului topologic (X,T) ce contine punctul
r € X se numeste vecinatatea punctului x.

Este evident, ca multimea deschisa U € T este vecinatatea oricarui punct al sau.

Definitia 4.4. Fie A o submultime a a spatiului topologic (X, T). Orice submultime U € T
al spatiului topologic (X, T) ce contine mulfimea A se numeste vecindatatea mulfimii A.

Definitia 4.5. Familia B C T se numeste baza spatiului topologic (X,7T), daca orice
submulfime deschisa nevida a spatiului X poate fi prezentata ca reuniunea unei subfami-

liv a families B.

E ugor de aratat, ca familia B de submultimi din X este baza spatiului topologic (X, T),
daca si numai daca pentru orice multime deschisa U si orice punct x € U exista un element
V € B, astfel incit x € V C U.

Este evident, ca un spatiu topologic poseda mai multe baze.

Orice baza satisface urmatoarele proprietati:

1. Pentru orice Uy, Us € B si orice punct x € Uy (U, exista elementul U € B astfel, incit
x e Uu C Z/ll mZ/lg

2. Pentru orice x € X exista elementul U € B astfel, incit = € U.

intr—adevér, prima proprietate rezulta din faptul, ca U; [ Uz este o multime deschisa, iar
a doua - consecinta faptului, ca X este o multime deschisa.

Multimea tuturor numerelor cardinale de forma |B|, unde B este baza spatiului topologic
(X,T), are elementul minimal (deoarece orice multime de numere cardinale este ordonata
de relatia <). Acest numar cardinal minimal se numeste ponderea spatiului topologic (X, T)
gi se noteaza w((X,T)).

Orice baza genereaza in mod univoc topologia spatiului.
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Multime inchisa. Inchiderea unei multimsi

Daca in orice punct x € X exista o baza numarabila, atunci se spune ca spatiul topologic
(X, T) satisface prima azioma a numarabilitatii.

Daca spatiul X are o baza numarabila, atunci se spune ca spatiul topologic (X, T') satisface
a doua axiomad a numarabilitatii.

Baza spatiului este si baza in punct. Deci, axioma a doua a numarabilitatii este mai

puternica decit prima axioma a numarabilitatii.

3. Multime inchisa. Inchiderea unei multimi

Fie (X, 7T) - un spatiu topologic.

Definitia 4.6. Multimea F C X se numeste inchisa in acest spatiu, daca complimentara
acestei multimi X \ F' este mulfime deschisa.

Multimile, care sunt concomitent si deschise, si inchise se numesc multimi deschise-inchise.

Definitia 4.7. Fie A C X. Cea mai mica mulfime inchisd, ce confine A, se numeste

inchiderea multimii A.

Inchiderea unei multimi A se noteazi cly A.

Este evident, ca multimea este inchisa daca si numai daca aceasta coincide cu inchiderea
sa: A = clyA.

Pentru orice doua submultimi A, B ale spatiului X avem:

ACB = cxACcxB. (4.1)
Teorema 4.1. Operatorul inchiderii satisface urmatoarele proprietati:
1. clx@ = @;
2. A CclxA;
3. clx(AUB) =clxAUclxB;

4. Clx(Cle) = Cle.

Demonstratie.
1. Proprietatea rezulta din definitia inchiderii unei multimi.
2. Proprietatea rezulta din definitia inchiderii unei multimi.
3. Din 4.1 rezulta, ca clx A C clx (AU B) si clx B C clx(AU B). Dedi,
clxAUclxB C clx(AU B) (4.2)

Conform proprietatii 2 a operatorului inchiderii: A C clxA §i B C clx B, prin urmare:
AUB C clxAUclxB. Ultima multime este inchisd ca reuniunea a doua multimi
inchise. Conform definitiei inchiderii obtinem:

Clx(AUB) C CleUCle (43)

Formulele 4.2 gi 4.3 stabilesc egalitatea din proprietatea 3.
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Interiorul unei multims

4. Proprietatea rezulta din faptul, ca multimea clx A este inchisa.

4. Interiorul unei multimi
Fie (X,7T) - un spatiu topologic.

Definitia 4.8. Fie A C X. Reuniunea tuturor multimilor deschise, ce se contin in A (sau

cea mai mare multime deschisa, ce se confin in A), se numeste interiorul multimii A.

Interiorul unei multimi A se noteaza IntA.

Este evident, ca multimea este deschisa daca gi numai daca aceasta coincide cu interiorul
sau: A = IntA.

Teorema 4.2. Pentru fiecare multime A C X are loc: IntA =X \ clx(X \ A).
Teorema 4.3. Operatorul interiorului satisface urmdatoarele proprietati:

1. IntX = X;

2. IntA C A;

3. Int(AN B) = IntAN IntB;

4. Int(IntA) = IntA.

Demostratia proprietatilor operatorului interiorului este analogica demonstratiei proprie-
tatilor operatorului inchiderii si se demonstreaza aplicind definitia interiorului unei multimi,
teoremele 4.1 si 4.2.

5. Frontiera unei multimi
Fie (X,7) - un spatiu topologic.
Definitia 4.9. Fie A C X. Multimea
FrA=clxANclx(X\ A)=clxA\ IntA
se numeste frontiera mulfimii A.
Teorema 4.4. Operatorul frontierit satisface urmatoarele proprietati:
1. IntA= A\ FrA;
2. clxA=AUFrA;
3. Fr(AUB) C FrAJ FrB;

4. Fr(ANB) C FrAJ FrB;
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Axiomele de separare

O

. Fr(X\A) =FrA;

D

X =IntA FrAJ Int(X \ A);

=

Fr(clxA) C FrA;

8. Fr(IntA) C FrA;

NS

. A - deschisi < FrA =clxA\ A;
10. A - inchisa < FrA = A\ IntA;
11. A - deschisa-inchisa < FrA = @.

Demonstratie. Proprietatile 1-11 se demonstreaza in baza unor calcule simple. Sa
demonstram proprietatile 1 si 3.

1A\ FrA=A\[cdxANcx(X\A)] = (A\ cxA)UA\ clx (X \ A)) =

=A\cx(X\A) = AN IntA = IntA.

3. Fr(AUB) =clx(AUB)Ncx(X\ (AUB)) =

= (clxAUcxB)Ncdx[(X\A)N(X\B)| C

C (clxAUcxB)Ncx(X\A)Neclx(X \ B) C

CledxAncx(X \ A)]UlclxBnecx (X \ B)] = FrA| FrB.

6. Axiomele de separare

Vom fixa spatiul X.
Axioma T_;. Orice spatiu se considera T"_1-spatiu.
Axioma Tj. Spatiul X se numeste Ty-spatiu, daca pentru orice doua puncte diferite z,y € X
exista o multime deschisa U, care contine numai unul din punctele z,y.
Axioma T;. Spatiul X se numeste T} -spatiu, daca pentru orice doua puncte diferite z,y € X
exista multimile deschise U,V astfel, incit z e U,y e V, 2 ¢V, y ¢ U.
Axioma T5. Spatiul X se numeste T-spatiu sau spativ Hausdorff, daca pentru orice doua
puncte diferite 2, y € X exista multimile deschise U, V astfel, incit z € U,y € V, UV = @.
Axioma Tj. Spatiul X se numeste Ts-spatiu sau spatiu requlat, daca X este Ty-spatiu si
pentru orice multime inchisa F' i orice punct = ¢ F exista multimile deschise U,V astfel,
incitxe e U, FCVgUNV =2.
Axioma T3 5. Spatiul X se numeste T3 5-spatiu sau spativ Tihonovsau spatiu complet regulat,
daca X este Ty-spatiu si pentru orice multime inchisa F' gi pentru orice punct xy ¢ F exista
o functie continud f : X — R astfel, incit f(xg) =0, F C f71(1) i 0 < f(x) < 1 pentru
orice x € X.
Axioma T},. Spatiul X se numeste T;-spatiu sau spatiu normal, daca X este Ti-spatiu si
pentru orice doua multimi inchise Fy, F cu intersectia Fy () F1 = & exista o functie continua
f: X — R astfel, incit Fy € f71(0), F; C f71(1) i 0 < f(x) < 1 pentru orice z € X.
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