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Abstract: In this paper we discuss some aspects of teaching Calculus at the University level to future
teachers of Mathematics. During the last few years we remarked that first year students have difficulties in
recognizing, interpretation and conceptual understanding of mathematical ideas. Since Calculus is a
compulsory course taught in the first semester and provide powerful analytic tools for the further study of
Mathematics, we consider that some topics studied at the lyceum level should be discussed once again and we
give some recommendations on the way of introducing the basic concept of the limit of a function at a point.
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Pe parcursul ultimilor ani remarcam cu ingrijorare nivelul scdzut de pregatire matematica a
absolventilor liceelor. Majoritatea studentilor din anul I inscrisi la specialitatea ,Matematicd”, do-
meniul general de studiu Stiinte ale educatiei, probabil cei care sint pasionati de matematica si do-
resc sd-i instruiascd pe altii in acest domeniu, recunosc ca nu pot formula definitii $i teoreme, iar
studiul matematicii in gimnaziu si liceu era centrat pe insusirea unor tehnici de calcul / rezolvare si
nu pe intelegerea conceptelor, demonstratia afirmatiilor, stapinirea rationamentelor sau pe interpre-
tarea rezultatelor matematice.

Nivelul slab de pregatire matematicd a absolventilor liceelor este confirmat de raportul elabo-
rat de Ministerul Educatiei al Republicii Moldova si Agentia de Asigurare a Calitatii referitor la re-
zultatele examenelor si evaluarilor nationale din anul 2015. Conform acestui raport, in Clas amentul
tipurilor de subiect in functie de media notelor de la examenul de bacalaureat (Raport 2015:50), dis-
ciplina Matematica (profil real) este clasatd pe ultimul loc cu o medie de 4,85, sub media pe Repu-
blica, care constituie 5,96.

Testul de examinare la matematicd, administrat in sesiunea de bazi a examenului de bacalau-
reat 2015, profil real, continea 4 itemi din domeniul analizei matematice. Itemii propusi verificau
competentele elevului de a interpreta unele proprietati cantitative si calitative ale functiei utilizind
derivata; de a opera cu numere complexe scrise in formd algebrica; de a utiliza metode legate de
aplicatiile derivatei ca metode calitativ noi de studiere a functiei; de recunoastere a subgraficului
unei functii in diverse contexte, de calcul al ariei subgraficului functiei aplicind integrala definita.
Majoritatea candidatilor nu au reusit sa rezolve problemele propuse, ceea ce determina necesitatea
repetarii studierii elementelor de analizi matematica in primul an de facultate, in special in cadrul
programelor de formare a viitorilor profesori de matematicd. Consideram oportuna includerea in
Curriculumul unitatii de curs Analizd matematica pentru viitorii profesori de matematica, studiul
temelor continute si in Curriculumul la matematicd pentru clasele a X-a — a Xll-a: functii; siruri de
numere reale; limite de functii; functii continue; functii derivabile; aplicatii ale derivatelor; primiti-
va; integrala nedefinita; integrala definitd si aplicatiile ei (Curriculum 2010), doar cé acest studiu
trebuie sa poarte un caracter de detaliere siaprofundare sporita.

Analiza matematicd este una dintre cele mai importante unitdti de curs in programul de formare a
viitorilor profesori de matematica, o unitate de curs fundamentald si obligatorie, in care limbajul si
simbolica matematica se afirmd incepind cu studiul primelor teme, fiind, de reguld, striine pentru
studentii anului I. in (Marcus 2010: 22) Solomon Marcus mentioneazi ci ,de la limbaj i se trage, in
primul rind, matematicianului singuratatea in care se afla, deci merita sa-i acordam o atentie spe-
ciala”. Studentii anului I par a fi niste intrusi, care nu intotdeauna reusesc sa inteleagd acest limbaj,
sa citeasca corect formulele scrise si anume in cadrul orelor de Analiza matematica o preocupare
deosebita ar trebui sd fie familiarizarea i formarea deprinderilor studentilor de a utiliza adecvat
»aceastd cucerire a spiritului uman care se numeste limbajul matematic” (Marcus 2010: 26). Este
imposibil sd-i inveti pe studenti cum sd predea matematica doar in cadrul unui curs de Didactica a
matematicii. De aceea cadrele didactice universitare trebuie sd contribuie esential la formarea com-
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petentelor de utilizare adecvata a limbajului matematic si de prezentare orald a rezultatelor mate ma-
tice viitorilor profesori de matematica. Orele de curs de Analizd matematica trebuie sa aiba forma
unor prelegeri interactive, centrate pe student, care cu intrebarile pe care le adreseaza sau cu raspun-
surile pe care le dd, modificd mersul lectiei. Cadrul didactic trebuie sa-si provoace auditoriul cu o
serie de intrebari, situatii de problema, sd-i indrume pe studenti sa ,descopere” rezultatele mate mati-
ce, sdcreeze exemple sicontraexemple proprii.

Analiza matematica studiaza un sir de concepte interconexe, cu aplicatii largi in diverse ramuri
ale stiintei, ca de exemplu derivata functiei, integrala Riemann, seriile, toate fiind bazate pe un con-
cept fundamental si anume cel de limita a unei functii intr-un punct. Derivata functiei, care exprima
viteza de variatic a unei mirimi in raport cu o altd mirime, este limita raportului dintre cresterea
functiei si cresterea argumentului cind cresterea argumentului tinde la zero. Integrala Riemann, cu
ajutorul careia in anumite conditii pot fi calculate ariile figurilor plane, volumele corpurilor etc.,
reprezinta limita sumelor integrale Riemann cind norma diviziunii tinde la zero. Suma unei serii de
numere sau functii este si ea o limitd, anume limita sirului sumelor partiale cind rangul creste neli-
mitat, iar integralele improprii suntsiele definite ca limite ale integralelor Riemann.

Prin urmare, pentru a evita intelegerea superficiala a conceptelor de baza ale Analizei matemati-
ce, trebuie sa ne asiguram ca studentii inteleg corect conceptul de limita a unei functii intr-un punct.
In acest sens, putem aplica metoda utilizata frecvent in predarea matematicii si anume ,yregula celor
patru”:ideile trebuie exprimate in mod grafic, numeric, verbal sisimbolic.

Daca vom intra in sala de curs i vom incepe prelegerea cu definitia limitei functiei in sensul
lui Cauchy: ,,Fie f: D - R o functie si x, € R un punct de acumulare pentru D. Vom spune cd numa-
rul real A este limita functiei f in punctul x,, daca pentru orice numar pozitiv € > 0 existd un numar
pozitiv §(¢) > 0 astfel incit din faptul cd x € D\ {x,} si satisface conditia |x — x,| < §(¢) s rezulte
[f(x) — Al < &”, mizind pe faptul cd aceasta definitic a fost deja studiatd in liceu si e suficient doar
sd o actualizim, riscdm sd nu fim intelesi de catre majoritatea auditoriului. Neintelegerea conceptu-
lui fundamental de limitd a unei functii intr-un punct, la rindul sau, va conduce (in cel mai bun caz)
la intelegerea doar superficiala a conceptelorde baza ale analizei matematice.

Cu riscul de a dedica acestui concept de o importantd majord doud-trei ore, propunem initierea

2 —
studiului de la ,temelie”. S-ar putea propune pentru analizi o functie, de exemplu f(x) == ;_xz ® care

este definitd pe toatd mulfimea numerelor reale cu exceptia punctului x, = 2. Cum in orice vecinatate a
punctului x, = 2 se contin o infinitate de puncte din domeniul de definitie al functiei, fireste apare
intrebarea referitoare la valorile pe care le ia functia in punctele oricit de apropiate de x, = 2. Putem
analiza aceastd intrebare alcatuind un tabel de valori si utilizind reprezentarea grafica (fiind ajutati
de un calculator). Important e faptul ca studentul trebuie sa observe ca valorile functiei f se apropie
nelimitat de numarul A = 5 si sa Inteleaga ca limita functiei intr-un punct x, ,se intereseaza” de va-
lorile functiei in punctele oricit de apropiate de x, si nu de valoarea functiei in acest punct, care in
exemplul considerat nici nu exista.

Procesul de investigare ar putea fi prelungit, analizind functia

gG0) = {f(x), daca)i € ]I_& \ {2},
10,dacax = 2,

care este o prelungire a functiei f in punctul x, = 2 sideciin punctele oricit de apropiate de x, = 2 ia
valori care se apropie nelimitat de numarul A =5 si care difera de valoarea functiei in punctul dat,
intrucit avem g(x,) = 10. Ulterior, poate fi analizat un exemplu de functie ce nu are limita intr-un
punct, chiar dacd e definita in acel punct; un exemplu de functie liniara, care in orice punct x, € R are
limita ce coincide cu valoarea functiei in punctul considerat siun exemplu de functie infinit mare.

in baza exemplelor analizate, studentii ar trebui mai intii sa ajung la o interpretare neformali
a notatiel

)}Lr};of(x) =A.

De exemplu, ,functia f ia valori aproximativ egale cu A (sau oricit de apropiate de A) atunci
cind valorile argumentului x se apropie de x, (dar nu ne gindim la insusi punctul x,). Ulterior,
aceasta exprimare nestiintifica trebuie ,tradusa” in limbajul vecinatatilor, in limbajul termenilor & —
& si cel al sirurilor numerice. Drept temd pentru acasa poate fi propusad demonstratia echivalentei
acestor definitii, rezolvarea de probleme de demonstratie aplicind definitiile formulate si numaidecit
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o lista de intrebari de control (de exemplu, care este semnificatia termenilor € si §; este oare unic
numirul § determinat pentru o valoare fixatd € > 0; In ce puncte x, putem pune problema determi-
néarii limitei functiei, etc.?). Verificarea temei poate fi facutad la orele de seminar, iar studentii ar pu-
tea trece pe rolul de profesor, explicind notiunea de limitd a functiei intr-un punct, simulind o etapa
a lectiei intr-o clasad liceald de profil real, interpretind exemple proprii si generalizind conceptul
pentru cazul limitelor infinite, limitelor la infinit sicel al limitelor laterale.

Ulterior, pe parcursul studiului conceptelor de bazi ale Analizei matematice (derivata functiei,
integrala Riemann, serie), ar trebuimentinut aceststil de investigare, analizind detaliat cele treietape de
geneza a unui concept nou: aproximare — rafinare — trecere la limitd. Recomandam elaborarea de citre
studenti a unor proiecte de cercetare referitoare la dezvoltarea unui concept de analizi matematica, de
exemplu dupd modelul descris de Eli Passow in (Passow 1996: 10), cu reflectarea celor 5 etape: moti-
vare — definitie — notatii— tehnicide calcul— aplicatii, apreciindu-se in special originalitatea exemplelor.

Planificarea orelor de curs si seminar trebuie imbinata cu o coordonare bine chibzuita a teme-
lor pentru acasa, Intrucit anume lucrind asupra acestor sarcini studentul poate insusi constient con -
ceptele studiate si dezvolta tehnicile de calcul. Lucrul independent, o componenta obligatorie a pro -
cesului de studiu, trebuie verificat regulat pentru a putea adapta procesul de instruire contribuind
astfel la eficientizarea lui.

Specificul cursului de Analiza matematicd consta si intr-un numar impunator de teoreme, care
trebuie studiate cu demonstratii. Pentru viitorii profesori de matematicd este extrem de important de
a dezvolta gindirea matematicd si competentele de argumentare a afirmatiilor formulate. Titularul
cursului ar trebui s i ajute pe studenti sa ,,descopere” calea de demonstratie a teoremelor sisa-iin-
Soteascd pe acest parcurs, in loc de a prezenta demonstratiile intr-un mod traditional. Chiar daca o
astfel de abordare a predarii solicitd mai mult timp, optdm pentru ea, constientizind ca aceasta ar in-
semna reducerea din cantitatea materiei de studiu, intrucit cresterea calittii si intelegerea in profun-
zime a problemelor discutate au un impact major asupra formarii viitorului profesorde matematica.

Parcurgerea in cadrul prelegerilor interactive a cdii: investigare — inaintare de ipoteze — formulare
riguroasd — demonstratie — exemplificare, combinata cu rezolvarea argumentatd de probleme in cadrul
seminarelor poate contribuiesential la formarea viitorilor profesori de matematica de inalta calificare.

Analiza matematicd oferd unele dintre cele mai puternice instrumente analitice printre toate
care au fost create. Dupd cum sustine Profesorul Steven Krantz (Krantz 1999), este un privilegiu de
a fi capabil s transmiti / dezvalui conceptele analizei matematice generatiilor urmitoare, cu care
profesorul de matematica trebuie sa se mindreasca.
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