Utilizarea calculatorului la rezolvarea unor probleme din fizica corpului solid 19

CZU 539.21:004

UTILIZAREA CALCULATORULUI LA REZOLVAREA UNOR
PROBLEME DIN FIZICA CORPULUI SOLID

Virgil Cheptea, Alexandru M aruscenco
(Universitatea de Stat “A. Russo”, Republica Moldova)

Se analizeaza trel metode de modelare a fenomenelor fizice. S-au elaborat programele
respective. Eficacitatea fiecirei metode este verificata prin utilizarealor larezolvarea unor probleme
deja studiate.

Este cunoscut faptul ca primele calculatoare au fost elaborate pentru
efectuarea calculelor numerice in domeniul fizicii si tehnicii (fizica atomului,
aeronautica). Eficacitatea lor a determinat, in fond, dezvoltarea destul de rapida a
informaticii si patrunderea el in toate domeniile de activitate. Pe masura
nu numai de a efectua calcule numerice destul de voluminoase, dar si de a obtine
rezultate in forma analitica, de exemplu, sub forma unei functii care depinde de
argumente. Rolul tehnicii de calcul a crescut si mai mult in legatura cu cerintele
inalte fata de precizia calculelor teoretice si a rezultatelor experimentale, necesare
pentru intelegerea fenomenelor din microlume. Utilizarea tehnicii de calcul a
contribuit la aparitia unor noi directii de cercetare si aunor noi terminologii, cum ar
fi: fizica numerica sau fizica asistata de calculator, care studiaza aceleasi fenomene
ale fizicii, numai ca metoda de cercetare este neobisnuita - ea consta in modelarea
fenomenelor fizice cu ajutorul calculatorul. Deseori acest compartiment se mai
numeste modelarea computerizata a fenomenelor fizice (sau modelarea
fenomenelor fizice asistatd de calculator). In acest caz, mai intii, se elaboreaza
modelul fenomenului fizic, apoi, acest model se cerceteaza cu gjutorul calculatorul.
De mentionat ca modelarea, ca mijloc de studiere, este pe larg folosita in fizica
(modelul gazului ideal, modelul atomului, modelul nucleului, modelul gazului
electronic etc.).

Insusi procedeul modelarii fenomenelor fizice la calculator, conventional,
poate fi divizat in patru etape: mai intii, se elaboreaza modelul fizic al fenomenului
tinindu-se cont de tot ce este cunoscut despre el, urmeaza, apoi, descrierea
matematica a fenomenului, utilizindu-se legile fizice cunoscute (modelarea
matematica). Pasii urmatori presupun elaborarea algoritmului pentru rezolvarea
ecuatiilor matematice si a programei pentru calculator [1,2,5].

Modelarea matematica a fenomenelor fizice a fost folosita in fizica si pina la
aparitia calculatoarelor. Legile lui Newton reprezinta un model matematic al
miscarii mecanice, ecuatiile lui Maxwell, ecuatia lui Schrodinger, de asemenes,
reprezinta modele matematice. Simplitatea (ele au fost elaborate pentru cazul
interactiunii a doua corpuri sau a miscarii unei particule in cimpul creat de cealalta
particuld) si precizia uimitoare cu care ele descriu fenomenele respective au permis
elaborarea lor fara utilizarea tehnicii de calcul.



20 Utilizarea calculatorului la rezolvarea unor probleme din fizica corpului solid

In cazul interactiunii mai multor particule (generatoare cuantice, fizica
corpului solid, fizica atomului si nucleului atomic etc.), ecuatiile diferentiale care le
descriu sint neliniare si necesita utilizarea tehnicii de calcul. Modelarea
fenomenelor fizice se foloseste pe larg si in cazul cind rezolvarea unei careva
probleme poate fi realizata nemijlocit prin metode deja cunoscute, insa:

- instalatia experimentala este prea cogtisitoare;

- duratacercetarii experimentale este destul de mare;

- exista mai multe variante de rezolvare si trebuie selectata cea optimala;

- fenomenul fizic studiat decurge foarte lent sau, din contra, foarte rapid;

- fenomenul fizic studiat decurge in regiuni spatiale foarte mici sau foarte mari
[3, 4].

Asemenea probleme apar, de exemplu, la descrierea comportarii purtatorilor
de sarcina electrica in cristale, care poate fi facuta numai in cadrul fizicii cuantice.
Descrierea comportarii electronilor in cristale din punct de vedere cuantic are un
caracter statistic. Teoria cuantica ne permite si analizam probabilitatea realizarii
fenomenului dat, adica determinarea functiei de unda proprie a particulei date si
valorile proprii ale energiel el (spectrului energetic). Pentru aceasta se cere de
rezolvat ecuatia lui Schrodinger cu conditiile de granita respective. De mentionat,
ca electronii in cristal se afla intr-un cimp potential creat de celelalte particule care
alcatuiesc cristalul. Rezolvarea ecuatiei Schrodinger, in majoritatea cazurilor, este
imposibila chiar si dupa unele simplificari ale el (aproximatia adiabatica,
aproximatia unielectronica, aproximatia masei efective etc.). Insi ea poate fi
analizata utilizind metode numerice de rezolvare cum ar fi, de exemplu, metoda
Monte-Carlo, sau metoda diferentelor finite, utilizind calculatorul [6]. In lucrare se
analizeaza trei metode de modelare, a caror eficacitate este verificata prin aplicarea
lor larezolvarea unor probleme deja studiate, cum ar fi comportarea particulelor in
gropi de potential de forme arbitrare. Deoarece functia de unda depinde de un
numar mare de variabile (coordonate), rezolvarea numerica se complica. In lucrare
se precauta forma unidimensionala a gropii de potential, la care, de altfel, se reduc
multe probleme din fizica corpului solid, fizica atomului, spectroscopie si atele.

1. Metodede modelare a comportarii particulelor intr-o groapa de potential

Problema consta in determinarea functiilor de unda si a valorilor energiel
pentru o particula, care se gaseste intr-un cimp potential unidimensional U(x).
Pentru aceasta e necesar de arezolva ecuatia stationara a lui Shrodinger:

h? 12Y (x)
Com e

Pentru determinarea valorilor functiilor de unda si ale energiel in cazul cind
particula se afla intr-o groapa de potential de diferite forme, pot fi folosite mai
multe metode numerice cum ar fi metoda diferentelor finite, metoda Monte-Carlo
variationala si metoda lui Euler.

a) Metoda diferenselor finite.

+U(X)Y (x) = EY (x) (@)
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Pentru aplicarea metodel diferentelor finite la rezolvarea ecuatiel diferentiale
de ordinul doi, e necesar si cunoastem conditiile de granita de speta intii, adica
valorile functiei de unda la capetele unui careva segment, avind in vedere ca
patratul modulului functiei de unda determina probabilitatea aflarii particulei in
punctul dat [7]. Deoarece particula nu poate paras interiorul gropii de potential in
care se afla, poate fi gasit un segment [ab], care include regiunea gropii de
potential, la ale carui capete functia de unda este egala cu zero.

Adica

Y@=Y((b)=0

impér;im segmentul [ab] in puncte Xo=a, X1, X2,...y Xi, Xit1,--0s Xny Xnr1=D.

Notam intervalul (pasul) intre punctele x; si Xi+1 prin h;:
hi = Xis1 - Xi.

De obicei, intervalul intre puncte se considera constant (hi=h) si calculul se
simplifica. Insa functia de unda, fiind continua si finita, se schimba lent in afara
gropii de potential si rapid in interiorul ei, de aceea vom lua pasul variabil. in
regiunea variatiei lente a functiei pasul va fi mai mare; respectiv, in regiunea
variatiel rapide, pasul vafi mai mic [8]. Aceasta alegere mareste precizia calculului
si micsoreaza timpul de efectuare a lui.

Notam: Y (Xi) =Y, , Y ((Xi):Y ¢, Yqu):Y @, Xi+1/2:Xi+hi/2, Xi-1/2:Xi-hi-1/2

Prima derivata se aproximeaza prin relatia[8]:

Pentru derivata a doua vom avea:
. . .
Yi@: i+1 + i-1 _ i ,
h(h+h,) h,(h+h,) hh,
unde Yi =Y (i), Y & =Y ®X), hi = Xi+1 - X,
In acest caz ecuatia lui Schrodinger (1) in diferente finite va avea forma:

_h_Z;W +§h2L+U gv/_h_Z;n// :E)q//, (2)
2mh(h+h )" €2mhh, ‘&' 2mh,(h+h,)" " !

undei =1, 2,...,n. Esteevident ca U; = U(x)).

Observam ca (2) reprezinta un sistem de ecuatii liniare, din care pot fi gasite
necunoscutele Y; corespunzatoare parametrului E. Sistemul de ecuatii (2) nu are
solutii pentru orice valori ale parametrului E, ci doar pentru cele care se numesc
valori proprii ale matricel coeficientilor. Evident, aceste valori proprii vor
aproxima, cu careva precizie, valorile proprii ale energiei particulei pentru
potentialul dat, insd solutia sistemului — vectorul cu componentele (Y1, Y2, Y,
Y n), care corespunde parametrului dat E, va reprezenta functiile de unda proprii ale
particulelor. Se poate demonstra ca valorile si functiile proprii vor fi mai precise,
daca ordinea sistemului n va fi mai mare [8]. Problema consta in determinarea
valorilor si vectorilor proprii pentru sistemul obtinut. Notam matricea coeficientilor
sistemului prin A, atunci vom avea:
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2
2 mhi(h +hy)’
2

_h dac:SJ =i-
2 mhl I\ +hi 1

éh? u

I'a dac:SJ =i;

AEEmhml s

,0, pentruoricealt j.
Sistemul (2) poate fi scris sub forma:

Py
a A,ij =EY,,
i=1

dac:Sj:i+1;

sau sub forma de matrice: . .
A>Y =EY . 3
Matricea A este 0 matrice tridiagonala si, in caz general, nu este simetrica,
adica Aij* Aj;. Eavafi simetrica numai in cazul cind hi=h si m=m vor fi peste tot
constante (in acest caz, Aii+1=Ai+1;). Valorile proprii ale matricei A se pot obtine si
in cazul matricel nesimetrice, insi metodele de determinare a lor sint cu mult mai
rapide si eficiente anume in cazul matricelor tridiagonale simetrice. De aceea, vom
face unele transformari prin care problema determinarii valorilor proprii pentru o
matrice nesimetrica se va reduce la problema stabilirii valorilor proprii pentru o
matrice tridiagonala simetrica [7]. Pentru aceasta notam:
2o (hrho)m (4
' 2
Introducem o matrice B, astfel incit B ; = L*A ; sau in formamatriciala:
B = M4,
unde M - matricea diagonald cu elemente pe diagonala principald egale cu L.
Drept rezultat, matricea B va avea forma:

: — daczgj =i+l
i 2h
| 2
i- h daczgj =i- (49)
B =i 2
i
'h— daczSJ =i;
T2 hihl_1
:0 pentruoricealt j.
Din (4a) se vede ci B este 0 matrice simetrica. Intr-adevar, g L =- 1_g y
(RE 2 hi i+1i

Inmultim ecuatia matriciala (3) cu M lastinga:
MAY =BY =EMY .
Matricea M poate fi scrisa sub forma:
M=LL, (5)
unde L este matricea diagonala cu elemente pe diagonala principala egale cu

Li:\/L_izz —[hi-l-};l }m
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Mentionam, ca inmultirea unei matrice cu 0 matrice unitara nu duce la
schimbarea acestei matrice. Iininql cont de (5)|, facem urm;étoareatransformare:
L*BL'LY =L 'LLAY =EL'LLY , (6)
unde L™ - matricea inversi matricei L. Deoarece L este matrice diagonala, L™ este
matrice diagonala cu elemenlte L. .
Notim H =L'BL™', Y =L'F.
Atunci (6) vaaveaforma: . .
HF =EF . 7)
Se observa ca H are aceleasi valori proprii ca si matricea A, insa, deoarece H
sa obtinut prin inmultirea matricei simetrice cu o matrice diagonala, ea
deasemenea este 0 matrice simetrica. Din (7) obtinem:
H=L'MAL'=L'LLAL' =LAL",

H _LiA — hi+hi-1mA .

In forma desfasurata, dupa transformirile corespunzitoare, obtinem:
2

hymm.,(h+h)(h +h)
i 2 dack j=i- 1
hoaymmo(h +h)(h, +hey)
ih? 2
2 mhh,,
'1|'0, pentu oricealt j.
Problema s-a redus la aflarea valorilor proprii Ex ale matricei tridiagonale
simetrice H. Se stie ci orice matrice n” n simetrici cu elemente reale are exact n
valori proprii reale (nu obligatoriu distincte). Valorile proprii ale unei matrice

de unde

dac:g j=i+l

I\J|j,\,

=

— o — = — —
1 1
N

+U,, dac:g =1

determinantul det(H — EI) (unde | — este 0 matrice unitara, H — o matrice arbitara, E
— valorile proprii ale matriciei H). Daca H este o matrice simetrica, atunci
polinomul caracteristic ei reprezinta al n-ea polinom al lui Shturm. Polinoamele lui
Shturm se definesc in felul urmator:
Po°L p(E)=H,-E  p(E)=(H, - E)p(E)- H ,p,(E), i=2..n
Daca c(E) este o functie a carei valoare, pentru E arbitrar, este egala cu
numarul de coincidenta a semnelor termenilor din sirul: 1, pi(E), p2(E), ..., pa(E),
atunci este justa urmatoarea teorema: valoarea functiel c(E) este egala cu numarul
de radacini ale polinomului p,, mai mari sau egali cu E. Folosindu-ne de aceasta
teorema si de faptul ca toate valorile proprii se gasesc in limitele intervalului
CIHILIHAID, unde |[H]|| - norma matricei H, poate fi alcatuit dupa algoritmul
determinarii valorilor proprii Ex ale matricel H cu precizia dorita. Aplicind acum
metode numerice, se rezolva sistemul de ecuatii liniare si se gasesc vectorii
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F X corespunzatori valorilor Ey [8]. Totalitatea componentelor fiecaruia dintre acesti
vectori aproximeaza functia de unda corespunzatoare.
b) Metoda lui Euler.

Conform metodei lui Euler [9], valoarea functiei de unda in punctul cu
coordonata x;.1 poate fi determinata cunoscind val oarea acestel functii si a derivatel
el in punctul X; (Xi+1= X+h):

Yia =Y thY G Y =Y +hy L )
A doua derivata o stabilim din ecuatia lui Schrodinger:

2m
YillI::F(Ui - B)Y,-

Astfel, cunoscind valoarea lui Y si Y, putem afla Y1 si Y 'is1 si asa mai
departe. Din (8) putem determina derivata a doua numai daca cunoastem valoarea
proprie a energiei E. Cu cit E difera mai mult de valoarea proprie, cu atit mai
degraba incepe sa diverge solutia obtinuta prin metoda lui Euler, invers: cu cit E se
apropie de valoarea proprie, cu atit functia de unda diverge la o distanta mai mare.
Folosind aproximatiile succesive, stabilim valori proprii ale energiei si functii de
unda corespunzatoare.

c) Metoda Monte-Carlo variasionala

In scopul determinarii granitei de sus pentru valoarea energiei in stare de
baza, se aplica principiul variational. Principiul variational presupune ca, pentru o
functie arbitrara f (x), ce satisface conditia

<f |f >=¢f *(0f (dx =1, (9)
Se respecta inegalitatea:
< >=<f |t >= §§ * (OHF ()X E, (10)

unde H — hamiltonianul, Ey - energia starii de baza [6].

Inegalitatea (10) constituie baza metodei variationale. Procedura consta in
alegerea functiei de unda de proba, a carel forma este argumentata fizic si care
depinde de unul sau mai multi parametri. Folosind numere aleatoare, se variaza
marimea <K >, pina la obtinerea valorii minimale a ei. Aceasta valoare < >
reprezinta granita de sus pentru energie [8].

Procedura Monte-Carlo consta din urmatoarele etape:

1. aegereadin considerente fizice rezonabile avalorilor functiel f in punctele x;;
2. alegerea unui punct aleator x; si modificarea valoarii fi=f (x;) cu 0 marime
aleatoare din intervalul [-d,d];
3. calcularea variatia energiei DE pentru < > (daci DE£O, atunci modificarea
facuta pentru f (x;) se accepta, in caz contrar nu se accepta);
4. repetareapasilor 2 si 3 pind cind < i > devine constant.
In calitate de functie initiala poate fi luata, de exemplu, functia exponentiala

XZ

e 2, care este finita, para si descreste rapid cu indepartarea de la originea de
coordonate [3].
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2. Modelarea comportarii microparticulel pentru diferite forme
ale potensialului U(x). Concluzi

Prezentam rezultatele calculului prin metoda diferentelor finite pentru unele
forme ale potentialului U(x). Forma potentialului U(x) (a gropii de potential),
valorile proprii ale functiilor de unda si a energiei proprii sint prezentate in tabel si
infigurile 1, 14.

Rezultatele experientelor numerice pentru diferite forme ale potentialului U(x)
Nivele energetice
Forma potentialului. 0 1 2 3 4
1. Groapa dreptunghiulara 8
(fig.1, a=2nm,Up=0,23eV) g 0.0161778 | 0.0638236 | 0.1392387 | 0.2251332
1U,.daci|® a; | g
Ux)=i 0 onal o | e
10, onalt caz. & | 00161565 | 00637383 | 0,1390608 | 0,2249691
>
o
2. Groapa cu o perturbatie ©
(fig. 3, &2nm,b=0,3nm, % Nu exista
Uo=0,23ev, Up=0,05eV) S
1 i 3 g E,
: U,, daCa+X| a; o o
U(x) = 0,dacaa| * b; 8 | 00269593 | 00643124 | 01495502 | 02259788
! £
%U p,onalt caz. <
3. Oscilator armonic 8
ig. 7,k = 1eV/nm = 1 1 414 ,69015 9662105 | 1,24227
fig. 7,k nm? = | 0138030 0,4140902 | 0,6901503 | 0,966210 2422706
kXZ E' %
U(X):7 eV %
€ | 01380111 | 04140094 | 06899642 | 09658744 | 1,2417399
>
o
4, Oscilator anarmonic 8
ig.11, k=1eV/nm", B Nu exidta.
(fig.11, k=1eV/nm? = i
b=3eV/nm®) E, s
kX2 . eV %
U(x) =7+bx € | 00814811 | 02694121 | 04975133 | 0,7527399 | 1,0298698
>
o
5. Oscilator anarmonic 8
(fig. 13, k=1eV/nn?, = Nu exista.
b=3eV/nm’, a=1lev/nm®) E, &
ko® 3 4 v %
U(x):7+ax +bx O | 5574383 | -4478700 | -3437632 | -2,450556 | -1,55739
>
o
6. Potential liniar 8
(fig. 9, a=2nm, Up=12¢eV) g Nu exigta.
U(x)= E,
€ | 03425715 | 0,7865622 | 1,0925559 | 1,3749735 | 1,6210625
>
o
7. Groapa de potential dubla 8
(fig. 5, a=1ev/nm?) = Nu exista.
U(x)=x*- axx? E |®
ev %
= -0,064388 | 00474144 | 0,3833415 | 0,7446413 | 1,1726616
>
o
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Au fost analizate sapte forme ale cimpului potential U(x). In figurile 1, 3, 5,
7,9, 11, 13, pe axa ordonatelor sint indicate inaltimea gropii de potential (U) in eV
si energia nivelelor energetice (E) in eV, iar pe axa absciselor dimensiunile liniare
ale gropilor de potential in nanometri. in figurile 2, 4, 6, 8, 10,12, 14 sint prezentate
functiile de unda ale electronilor pe primele nivele energetice. Inaltimea gropilor de
potential varia de 1a 0,8 eV pina la 2,3 eV. Dimensiunile domeniului de calcul, in
nanometri, pentru care se determina Y (x) si (E), se aleg suficient de lat, pentru ca
functiade unda sa fie egala cu zero la marginile acestui domeniu (in afara gropii de
potential), si suficient de mic, pentru ca pasul sa fie relativ mic. Valoarea optimala
a acestui domeniu se determina dupa citeva experiente numerice, fixindu-se
coordonatele punctelor, unde functia de unda devine egala cu zero.

Tinid cont ca precizia determinarii valorilor proprii aenergiei si functiilor de
unda, atit in cazul metodei diferentelor finite, cit si a metodel Euler este
proportionala cu numarul de diviziuni pe axa absciselor, marimea pasului
dx=x+1-X; (distanta dintre doua puncte vecine pentru care se determina Y (X) si E)
se determina ca raportul lungimei segmentului de calcul catre numarul de diviziuni.
Numarul total de diviziuni in ambele programe a fost limitat la 1000. Precizia
determinarii energiel in ambele metode este de ordinul (0,01, 0,001)%.

In cazul metodei diferentelor finite, precizia determinarii energiei va creste,
daca rezolvarea se repeta utilizindu-se pentru vectorul propriu valoarea lui din
rezolvarea precedenta. Rezultatele obtinute prin aceastda metoda coreleaza cu cele
obtinute analitic (vezi tabelul, pozitia 1 si 3). Metoda diferentelor finite poate fi
folosita si pentru campuri potentiale nesimetrice. Ea permite, de asemenea,
determinarea unui numar mai mare de functii de unda si valori proprii ale energiei.
Precizia determinarii energiei prin metoda Monte — Carlo, in mare masura, depinde
de faptul cit de reusit din punct de vedere fizic a fost aleasa functia initiald si de
numarul de rezolvari consecutive (aproximatii), pentru care in calitate de functie
initiala serveste functia obtinuta in rezolvarea precedenta. Astfel, pentru cimpul
potential prezentat in fig. 5, energia nivelului de baza dupa prima aproximatie este
Eo=- 0,0595754 eV, iar dupa a 20-a aproximatie Ey = - 0,06444 eV. Daca folosim
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metoda diferentelor finite, pentru energia aceluiasi nivel energetic se obtine Eg = -
0,064388 eV. Desi metoda Monte — Carlo poate fi aplicata numai la determinarea
starii de baza, iar solutiile obtinute cu ajutorul ei nu sint atit de precise ca in cazul
diferentelor finite: ea are si anumite prioritati care constau in simplitatea
algoritmului de calcul, poatefi eficienta in cazul bi —si tridimensional.
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THE USE OF COMPUTER IN SOLVING PROBLEMSDEALING
WITH THE PHYSICS OF SOLID OBJECTS

Virgil Cheptea, Alexandru M aruscenco
(State University “Alecu Russo”, Republic of Moldova)

Three methods of modeling of physical processes are analyzed. Programs for each of the

methods are devel oped. The efficiency of each method is checked by using it while solving some
problems which have already been investigated.
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