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Se compara metodele mecanicii clasice, ale statisticii clasice si statisticii cuantice utilizate la
descrierea sisemelor macroscopice. Sunt executate expresiile pentru potential ele termodinamice si
pentru capacitatea calorica ale sistemelor cuantice idedizate.

Introducere

In calitate de obiect de cercetare a unor sisteme cuantice, in scopul studiului
functiilor termodinamice, alegem un gaz biatomic, ale carui molecule constau din
doi protoni si un numar anumit de electroni. Deoarece masa nucleului este cu mult
mal mare decat masa electronului, nucleul se misca cu mult mai incet decat
electronii. Studiind gazul biatomic la presiuni (temperaturi) cu mult mai mici decat
presiunea (temperatura) de disociere a moleculelor, se poate considera energia
moleculei egala cu suma energiel miscarii de translatie a centrului maselor el in
raport cu ate molecule si a energiei interne a miscarii de agitatie. Energia interna
se compune, la randul ei, din energia miscarii electronilor in raport cu nucleele in
starile lor de repaus Eg, din energia miscarii vibratorii a nucleelor in raport cu
centrul maselor moleculel E, si din energia miscarii de rotatie a moleculei ca un tot
intreg E;: E» Eq + E, + E..

De obicei, Eq >> E, >> E, (Eg~1, 2¢V, E,~10? 10V, E~10°, 1073%V).
Observam ca pentru a excita nivelele de rotatie, este necesara 0 energie minima,
adica temperaturi joase; in conditii normale se excita nivelele vibratorii, iar la
temperaturi de ordinul catorva mii de kelvini se excita nivelele electronice.

Functia oscilatorie de stare. Aportul oscilatiilor la calculul energiei si
capacitatii termice ale gazului biatomic

Pentru existenta starii stabile a moleculel este necesar ca energia potentiala
U(R) si posede un minimum. R este distanta relativa dintre nuclee. Distanta R,
care corespunde minimumului energiei potentiale, este distanta dintre nuclee
(atomi) in stare stabila.

Ecuatia Schrodinger, in cazul oscilatiile atomilor in lungul axei x, poate fi

prezentata sub forma:
d2Y 2m nw? ,0
?*F@ 5 XY =0, M
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unde Y este functia de unda totala a moleculei, m— masa redusi a nucleelor, # —
constanta lui Planck, W — energia totala a moleculei, wy — frecventa circulara a
oscilatiilor, x — distanta dintre nuclee.

Ecuatia (1) reprezinta ecuatia oscilatorului armonic in cazul temperaturilor
joase (insa destul de inalte fata de temperatura camerei).

In prima aproximatie, molecula biatomici oscilatorie poate fi considerata
oscilator armonic cuantic, ale carui nivele energetice se calculeaza conform
formulei:

E, =hn@+19, @
e

29
unde v este frecventa liniara a oscilatiilor.
Sa calculam functiile termodinamice ale oscilatorului armonic cuantic. Suma
El‘l
statistica Z = é e T cuevidenta(2) sevacalculadupa urmatoarea formula:
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unde T este temperatura absoluta, k — constanta lui Boltzmann.
Vom exprima hn 1in unitati de energie: hv = kT, unde T este temperatura
caracteristica.
in acest caz, (3) poate fi transcrisi:
e T 0
_ Py
e 1.0
&€ To
Energia medie corespunzatoare miscarii oscilatorii este
T. 6
2Tg: NKT, ctgL, ()
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unde N este numarul total de molecule ale gazului biatomic.
Pentru capacitatea termica obtinem:
fE.. _Nkahng 1 Nkad. 6 1
o =T =22~ =%l 5
T 48K 5 gy~ 4875 g2 T
KT 2T
Din ecuatiile (4) si (5) observam ca dependenta energiel medii de vibratie si a
capacitatii termice de temperatura T si temperatura caracteristica T, este destul de
complexa.
In cazul temperaturilor inalte (T >> T), pentru Eog si Cyose, avem:
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E. » NKT,
C\/031 » Nk
al. 0 ,
In cazul temperaturilor joase (T << T) exp8 =>>1 i
E » NKT, <+ NKT,_ ex pge LS;
Te (6)
oA, o e T ('j
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Expresiile (6) coincid, in cazul temperaturllor inalte, cu cele clasice, insa, in
cazul temperaturilor joase, se deosebesc esential de cele clasice: la micsorarea
_ NKT, _ Nhn

2 2
unde Eo este energia oscilatiilor moleculel la temperatura absoluta — energie nula.
Capacitatea termica tinde catre zero cand T ® 0. La temperaturi inalte, cand
energia termica KT este mare in raport cu distanta dintre nivelele energetice
(De =hn =KT ), capacitatea termica si energia se redau prin expresii clasice, insa
la temperaturi joase, energia tinde catre valoarea limita — energia nula a
oscilatorului cuantic, iar capacitateatermica — catre zero.

Pentru alte functii termodinamice avem:

1) energialibera determinata (provocata) de miscarea oscilatorie:

temperaturii,

F.=-NKTInZ, = NKTe , NkTInE - exp® T 80, ©)
g T 2o
2) entropia:
Sosc:'ﬂFﬁ:Nk ;:Nklngl- eXpG?L(},J. (8)
s o, 0 & &€ T
expg—-- 1
In cazul T>>T, obtinem:
Fe » E0+NkTInL,
=
-

S, » NK - Nkln?C. 9

N T.6
In cazul T<<T, exp? ?Cg<< 1, avem Fos » Eg, S5 » O
(%]

in tabelul 1 sunt indicate temperaturile caracteristice oscilatiilor diferitor
molecule.

Observam ca temperatura caracteristica a oscilatiilor moleculelor este diferita
atingind cateva mii de grade. De aici rezulta ca, la temperaturi de camera, valorile
Cv, S F, E trebuie sa fie mici, iar nivelele vibratorii ale energiei ar trebui sa fie
practic “inghetate’. Pentru a confirma aceasta, calculam cu ajutorul programului
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marimile mentionate pentru  hidrogen in intervalul de temperaturi
T = 300, 8400K (vezi tabelul 2).

Tabelul 1.

Temperaturile caracteristice

Temperatura caracteristica Temperatura caracteristica
Molecula P T.. 1000K Molecula P T.. 1000K

H, 6,0 HJ 32

HD 53 coO 3,07

D, 43 N, 334

HCI 4,14 NO 2,69

HBr 37 0, 2,23

Tabelul 2.
Dependenta C,, S F, E, U de temperatura

T,K 300 400 500 600 1200
TIT, 0,05 0,0666 0,0833 0,1 0,2
CJ/R 8,24.10° 6,88.10° 8,847.10° 4,54.10° 0,17
UR 3000 3000,018 3000,0368 3000,2724 3040,7019
FIR 3.10° 2,99999. 10° 2,99999. 10° 2,99997..10° 2,99188.10°
FIR -6.10” -1,224.10* -3,072.10° -0,027 -8,112
SR 1,12.10° 1,277.10° 2,065.10° 1,279.10° 9,833.107
T,K 2400 3000 3600 4200 4800 5400
TIT, 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
CJ/R 0,608 0,724 0,797 0,8459 0,879 0,903
UR 3536,5529 | 3909,1058 | 4397,1391 | 4891,1135 | 5409,3067 | 5944,4503
FIR 2,79410° | 2,56310° | 2,246.10° | 1,849.10° | 1,379.10° 843,9
FIR -205,56 -436,24 -753,6 -1150,7 -1620,38 -2156,07
SR 0,6434 0,8811 1,065 1,204 1,311 1,393
T,K 6000 6600 7200 7800 8400
TIT, 1,0 1,1 1,2 1,3 14
CJ/R 0,92 0,9338 0,944 0,952 0,958
UR 6481,8602 7048,4052 7611,9225 8180,875 8754,1423
FIR 247,9 -403,3 -1105 -1855 -2648
FIR -2752,05 -3403,31 -4105,57 -4855,07 -5648,54
SR 1,458 1,51 1,554 1,591 1,622

Infig.1 este indicata dependenta marimilor U, F, Ssi C, de raportul Tl :

c

Observam ca, la cresterea temperaturii, valorile capacitatii termice, ale
entropiei, ale energiei libere si ale energiei interne cresc, fapt care poate fi explicat
prin excitarea nivelelor energetice mai inalte. Lafel, se observa ca temperaturile de
ordinul a 400 K corespund cazului limita al temperaturilor joase, cand capacitatea
termica atinge valoarea de 10 J/mol.K si mai mult. Prin urmare, la temperaturi nu
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prea inalte, miscarea oscilatorie poate fi considerata inghetata, aportul ei la
capacitateatermica fiind nul.
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Fig. 1. Graficele dependentelor U/R(T/Ty) (8), F/R(T/T,) (b), SR(T/Ty) (c), CYIR(T/T) (d)

Functia de stare a miscarii de rotatiesi aportul rotatiel
la functiile termodinamice

Energia de rotatie, legata de rotatia moleculei, se calculeaza conform
formulei
h2
rot :EI(I +1)! (10)
unde | este numarul cuantic azimutal, iar J - momentul de inertie al moleculei.

Vom calcula acum functiile termodinamice ale rotatorului. Pentru aceasta,
B
calculam mai intai suma statistica Z = é e T . Fiecare stare cu 0 anumita energie

E

n

derotatie este de 21+ 1 ori degenerata. Prin urmare, suma statistica (functia de stare

amiscarii de rotatie) o vom reda prin formula
h21(1+1)

Z,=8 (@+he 0 . (11)
|
< . h? T h?
Mirimea Zyt depinde de raportul ———=—=%, unde T =—
8p%kTd T 8p2kJ
temperatura caracteristica a gazului in cazul rotatiel moleculelor:

T+
Zy=a(2+)e 7 . (12)
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La temperaturi inalte (valori mari ale numarului I) rotatia moleculel este
cvasiclasica. Din aceasta cauza, suma in raport cu nivelele energetice, luate in
parte, poate fi substituita cu integrala in raport cu nivelele aproape contopite.

Introducand o variabila noua, y =1(l +1), obtinem:

¥ _E T
Zrot = (‘? T dy =_c’ (13)
0 T
care coincide cu expresia corespunzatoare clasica.
In aproximatia urmatoare, pentru calcului functiei de stare, se obtine
expresia
2 2 A
o 8p KT ‘ng +(? +—h2 9 (14
h &3 15.8p°JKT 4

Valoarea dintre paranteze din expresia (14) reprezinta corectii la valoarea
clasica Z. Aceste corectii sunt neesentiale la temperaturi T>T,, diminuindu-se si
mai mult cand temperatura creste.

in tabelul 3 sunt prezentate temperaturile caracteristice corespunzatoare
miscarii de rotatie a unor molecule biatomice.

Tabelul 3.
Temperaturile caracteristice de rotatie
Molecula | Temperaturacaracterist. T, K Molecula | Temperaturacaracterist. T, K
H» 85,4 HJ 9,0
HD 64,1 CO 2,77
D, 43 N, 2,85
HCI 15,1 NO 2,42
HBr 12,1 0O, 2,07

Observam ca intregul domeniu de temperaturi reale se afla cu mult mai sus
decat T¢. Din aceasta cauza, corectiile cuantice la Z;: pentru toate moleculele, in
afara de cele mai usoare, nu sunt semnificative.

1. Latemperaturi joase, in expresia generala pentru Z trebuie pastrati numai primii
termeni. Deci

T

Z., »1+ 3e.2?° . (15)
In acest caz, pentru energia medie avem
e ..o 2N
£, = NKT? 061 + 36 #7725 N s (16)
T 5 %

iar pentru capacitatea termica:
2h? & N "

— g T 17
C\/rOt »%4p2\]5 kIT2 ( )
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Adtfel, la temperaturi foarte joase energia si capacitatea termica descresc
exponential odata cu cresterea temperaturii. Observarea reducerii capacitatii
termice prin crestereatemperaturii este posibila numai in cazul moleculelor usoare.

Energialibera este

2T,

F.»-3NKkTe T, (18)
iar entropia
2T, : ﬂ
S, »3Nke T + ONKT, o (19)
2. In cazul temperaturilor inalte se obtine:
P
E»NkT- 2 (20)
24p 2 IKT
Respectiv, capacitatea termica de rotatie la temperaturi inalte este
C, = NKT, (22)

si deci coincide cu valoarea clasica.
Energialibera este

6 T T T6
Fo =-NKTINZ,, =- NKTIng3 (2 +D)e T g» NKTen=2- =2, (22)
@10 Q e T 3lg
iar entropia
-
Sy »- Nkln?" + Nk . (23

Astfel, energia de rotatie si entropia de rotatie la temperaturi joase descresc
exponential odata cu crestereatemperaturii.

in tabelul 4 sunt prezentate rezultatele calculului functiilor termodinamice si
al capacitatii termice corespunzatoare nivelului energetic de rotatie pentru hidrogen
in domeniul temperaturilor joase T = 8,54 + 51,24 K si in domeniul temperaturilor
inalte T = 93,94 + 119,56 K.

Din tabelul 4 se observa ca, odata cu cresterea temperaturii pentru nivelul
energetic de rotatie, cresc valorile entropiei, ale energiei interne, ale energiei libere
dupa modul si ale capacitatii termice, deoarece se excita nivele energetice mai
inalte. In domeniul temperaturilor inalte, capacitatea termicitinde, asimptotic, citre
unitate.

Metodele fizicii statistice de calcul numeric permit, in acest fel, determinarea
valorilor functiilor termodinamice si ale capacitatii termice a gazelor ideale
biatomice intr-un spectru larg de temperaturi. Rezultatele aplicarii metodelor
mecanicii clasice la un asa calcul se contin in rezultatele obtinute mai sus ca caz
limita a temperaturilor joase, cand molecula biatomica devine rigida si aportul la
energie al oscilatiilor atomilor in molecula si miscarea de rotatie a moleculei ca un
tot intreg devine nul.
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Tabelul 4.
Rezultatele calcului functiilor termodinamice pentru hidrogen
T,K 8,54 17,08 25,62 34,16 42,7
TIT, 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
CJ/R 2,47.10° 0,0136 0,1696 0,505 0,879
UR 1,236.10° 2,723.10* 7,635.10° 4,042.10° 0,1098
FIR -5,28.10° -2,32.10° -9,78.10° -0,6905 -2,346
SR 1,298.10" 1,498.10° 2,927.10° 0,1212 0,2747
T,K 51,24 93,94 102,48 111,02 119,56
TIT, 0,6 1,1 1,2 13 14
CJ/R 1,18 1 1 1 1
UR 0,214 65,47 74,01 82,55 91,09
FIR -5,483 -37,42 -47,15 -57,59 -68,69
SR 0,4637 1,095 1,182 1,262 1,336
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NUMERICAL COMPUTING OF THERMODYNAMICAL
FUNCTIONS OF QUANTUM SYSTEMS
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A comparison of various methods, such as classical mechanics and classical and quantum
gtatistics, is provided for the description of macroscopic systems. The formulas and the computer
code for calculating thermodynamic potentials and caloric capacity of idealized quantum systems
are developed. Theresults are presented in table and chart formats.
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