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3. Экономический смысл производной состоит в следующем: производная 

выступает как скорость изменения некоторого экономического процесса 

с течением времени или относительно другого исследуемого фактора. 

4. Наиболее актуально использование производной в предельном ана-

лизе, то есть при исследовании предельных величин (предельные 

издержки, предельная выручка, предельная производительность тру-

да или других факторов производства и т. д.). 

5. Производная находит широкое приложение в экономической теории. 
Многие, в том числе базовые, законы теории производства и потре-

бления, спроса и предложения оказываются прямыми следствиями 

математических теорем (например, представляет интерес экономи-

ческая интерпретация теоремы Ферма, выпуклости функции и т. д.). 

6. Знание производной позволяет решать многочисленные задачи по 
экономической теории. 
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Noțiuni generale. Conceptul de înveliș liniar reprezintă unul dintre con-

ceptele de bază ale algebrei superioare și ține de teoria spațiilor vectoriale (li-

niar). În lucrarea citată [2], conceputul de spațiu vectorial este definit astfel: 
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Definiție 1. Fie P(+, ) un câmp arbitrar cu unitate, elementele căruia ulte-
rior le vom numi scalari, și V o mulțime nevidă înzestrată cu o operație algebri-

că „+”, numită adunare, elementele căreia le vom numi vectori. Vom spune că 

mulțimea V este un spațiu vectorial (liniar) la stânga peste câmpul P, dacă: 

1. Mulțimea V se organizează ca grup comutativ (abelian) față de adunare, adică: 
a)             ∈    
b)                       ∈    
c)   ∈                  ∈            ; 

d)   ∈        ∈                               . 

2. Este definită o lege de compoziție externă      , notată       
  , astfel încât     ∈          ∈  : 
a)               
b)               
c)               
d)       
Definiție 2. Vom spune că vectorul  ∈   este o combinație liniară a 

vectorilor              sau   se exprimă liniar prin vectorii sistemului 

              dacă există scalarii              astfel încât        
              [1]. 

Definiție 3. Fie V un spațiu liniar peste câmpul P și             ∈
   Sistemul de vectori              se numește liniar dependent, dacă există 
scalarii             ∈   nu toți nuli, astfel încât                     . 

În caz contrar, sistemul de vectori se numește liniar independent [1]. 

Exemplul 1. Studiați dependența sistemului de vectori 
                                   

Rezolvare. Fie   ∈        ̅̅ ̅̅  cu                 . Substituind 
în combinația liniară vectorii și efectuând operațiile cu aceștia, ea se reduce la 

rezolvarea sistemului omogen de ecuații liniare: 

{

               
            
              

 

Pentru a stabili dacă sistemul de vectori este liniar dependent sau indepen-

dent, este suficient de determinat rangul matricei sistemului. Matricea asociată 

sistemului dat este: 

  (
    
   
   

+  

Efectuând transformări elementare asupra liniilor matricei, se aduce matri-

cea A la forma eșalon. Din linia a 2-a se scade linia a întâia înmulțită cu 
 

 
, din 

linia a 3-a se scade linia întâia înmulțită cu 2 și linia a 2-a înmulțită cu 
 

 
, în 

rezultat se obține: 
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  (

    

 
 

 
  

   

) 

Deoarece rangul matricei A este egal cu numărul vectorilor din sistem, 

               , rezultă că sistemul L este linear independent. 

Răspuns. Sistemul de vectori este linear independent. 

Exemplul 2. Studiați dependența sistemului de vectori  
                                        

Rezolvare. Fie   ∈        ̅̅ ̅̅  cu                 . Sistemul 

omogen de ecuații liniare ce corespunde sistemului de vectori este:  

{

             
             
             
           

  

Efectuând transformări elementare, adică se aduce matricea sistemului la 

forma eșalon. În rezultat se obține: 

   (

   
     
 
 

 
 

 
 

) 

Deci, rangul matricei sistemului este 2 și este mai mic decât numărul de 

vectori, ceea ce semnifică că sistemul de vectori este liniar dependent. 

Definiția 4. Fie V un spațiu vectorial peste câmpul P. Submulțimea nevidă 

    se numește subspațiu în V, dacă în raport cu aceleași operații care sunt 

definite în V însăți L este spațiu vectorial peste P [1]. 

În aceeași lucrare sunt indicate condițiile pentru ca o submulțime să fie 

subspațiu vectorial și anume: Submulțimea nevidă     este subspațiu în V, 

dacă și numai dacă ea verifică condițiile: 

    ∈      ∈    
  ∈    ∈     ∈    

Definiția 5. Fie V un spațiu vectorial și             ∈  . Mulțimea tutu-

ror combinațiilor liniare posibile ale acestor vectori se numește învelișul liniar 

al acestora și se notează cu: 

                  {                      ∈        ̅̅ ̅̅̅}      [1]. 

Învelișul liniar al unui sistem de vectori reprezintă cel mai mic subspațiu 

vectorial ce conține acești vectori, iar cel mai mare subspațiu este V. Dacă 

sistemul de vectori              este bază a spațiului vectorial V, atunci 

                   . 

Exemplul 2. Determinați cel mai mic subspațiu vectorial al spațiului    

ce conține vectorii  
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Rezolvare. Deoarece din      și sistemul de vectori conține trei vectori, 

obținem că dacă vectorii sunt liniari independenți, atunci                 . 
Astfel, vom studia mai întâi independența liniară a vectorilor. În acest scop, 
vom calcula determinantul ce are în calitate de coloane coordonatele vectorilor. 
Dacă determinantul este 0, atunci vectorii sunt liniari dependenți, în caz contrar 
sunt liniari independenți. 

|
   
   
   

|            . 

Deci, sistemul de vectori este liniar dependent, iar învelișul liniar nu coin-

cide cu spațiul   . Determinăm combinația liniară a vectorilor         . 
                                             

                             
              {                                   ∈  }. 
Orice înveliș liniar este caracterizat de un sistem de ecuații liniare omogen 

compatibil nedeterminat.  
Determinarea învelișului liniar caracterizat de un sistem de ecuații 

liniare omogene 
Definiție 6. Sistemul de ecuații liniare  

{

                         
                                                            
                         

      ∈        ̅̅ ̅̅ ̅̅       ̅̅ ̅̅̅; 

se numește omogen dacă termenii liberi ai tuturor ecuațiilor sunt 0 [3].  
Forma generală a unui sistem de   ecuații liniare omogene cu   necunos-

cute este: 

{
                  
                         
                  

  

Observație. Dacă numărul de ecuații este mai mic decât numărul de necu-
noscute, atunci sistemul este compatibil nedeterminat. 

Pentru a determina învelișul liniar caracterizat de un sistem de ecuații li-
niare omogene, procedează astfel: 

1) se rezolvă sistemul de ecuații și se determină soluția generală a sistemului 
prin metoda Gauss sau Gauss-Jordan; 

2) se determină sistemul fundamental de soluții, substituind în locul variabi-
lelor din soluția generală coordonatele vectorilor unitari; 

3) se construiește învelișul liniar pentru sistemul fundamental de soluții. 
Exemplu. Determinați învelișul liniar caracterizat de sistemul omogen de 

ecuații liniare 

{
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Rezolvare. Utilizând metoda Gauss-Jordan, se rezolvă sistemul de ecuații 
pentru a determina soluția generală a sistemului omogen de ecuații liniare. 

  (
       

       

         

|
 
 
 
+  (

    
     
       

   
   
   

|
 
 
 
+  

 (
      
    
   

   
  
  

|
 
 
 
+ 

Din matricea obținută se determină sistemul de ecuații omogene, elimi-
nând ultima linie 

 {
                  

             
 {

               
             

 

Considerăm în calitate de bază vectorii           În baza acestora, se de-
termină sistemul fundamental de soluții: 

               

1 -7 0 6 0 

0 -28 1 18 0 

0 0 0 1 1 

Sistemul fundamental de soluții al sistemului omogen de ecuații liniare este  
                                                  

Construim învelișul liniar caracterizat de vectorii         : 
               {                       ∈  }  

Determinăm combinația liniară a vectorilor           
                                                            

                                  
Răspuns. Învelișul liniar caracterizat de sistemul omogen de ecuații linia-

re este 
               {                                         ∈  } 

Determinarea sistemului minimal de ecuații liniare omogene caracte-

rizat de un înveliș liniar 
Corespondența dintre sistemele de ecuații liniare omogene și învelișul liniar 

al unui sistem de vectori reprezintă o corespondență biunivocă, adică cunoscând 

învelișul liniar se poate determina un sistem de ecuații liniare omogene ce carac-
terizează acest înveliș. Acest sistem nu este unic, însă este minimal, iar celelalte 

ecuații ale sistemului reprezintă combinații liniare ale ecuațiilor determinate. 

Pentru determinarea sistemului minimal de ecuații liniare omogene ca-

racterizat de un înveliș liniar, se procedează astfel: 
1) se construiește matricea M ce are în calitate de coloane coordonatele vecto-

rilor; 

2) se determină din Lin, calculând rangul matricei M; 

3) se determină o bază a învelișului liniar; 
4) se determină sistemul fundamental de soluții; 
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5) se determină sistemul de ecuații liniare omogene. Fiecare vector al siste-

mului fundamental de soluții conține coeficienții unei ecuații în sistemul 

de ecuații liniare omogene. 

Observație. Dacă                      atunci sistemul fundamen-

tal de soluții conține     vectori. 

Exemplu. Compuneți sistemul omogen de ecuații liniare ce definește în 

   subspațiul                 , dacă                              
                      . 

Rezolvare. Construim matricea M ce are în calitate de coloane coordo-

natele vectorilor: 

  (

  
  
  

  
  
  

    

) 

Pentru a determina dimensiunea învelișului liniar și o bază a acestuia, 

aducem matricea M la forma eșalon. În acest scop, din linia a doua scădem 

prima linie, la linia a 3-a adunăm prima linie înmulțită cu -2, iar din a 4-a linie 

scădem a 3-a. În rezultat obținem: 

(

  
  
   

  
  
    

    

) 

Apoi păstrăm primele două linii, la linia a 3-a adunăm linia a 2-a înmulțită 

cu 2, iar din linia a 4-a scădem a doua și obținem: 

(

  
  
  

  
  
  

    

) 

Deci,             ceea ce implică că                       . În 
calitate de bază a învelișului liniar putem considera vectorii         . Dimen-

siunea sistemului fundamental de soluții este: 
                                     . 

Deci, sistemul fundamental de soluții conține 2 vectori. Determinăm 

sistemul fundamental de soluții         
 

            

2 -3 1 0 

-1 -2 0 1 

Pentru            avem: 

{
          

       
 {

         
      

 {
    
     

               

Pentru          , avem: 
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{
          

       
 {

         
      

 {
     
     

                

Pentru fiecare vector din sistemul fundamental de soluții scriem ecuația 
omogenă.  

{
              
              

 

Răspuns. Sistemul omogen de ecuații liniare ce definește în    subspațiul 

                 este: 

{
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A ne întreba de ce se joacă copilul înseamnă a ne întreba de ce este copil. 
Despre un copil nu se poate spune că „el crește” și atât. Trebuie să spunem că 

el „se dezvoltă” prin joc. Astfel el pune în acțiune posibilitățile care decurg din 

structura sa particulară, traduce în fapte potențile virtuale care apar succesiv la 

suprafața ființei sale, le asimilează, le dezvoltă, le îmbină și le complică, își 

coordonează ființa și își dă vigoare. 
Doar la auzul îndemnului „Hai să ne jucăm!” copilul tresare de bucurie, 

devine mai atent, mai activ, mai interesant de activitatea ce o va desfășura, ne-

știind practic, că prin joc el va învăța de fapt, va sistematiza ori își va consolida 

cunoștințele [1]. 


