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Abstract: This article presents some specific problems in algebra, the solving of
which becomes very simple due to the use of derivatives. In general, derivatives are
used in mathematical analysis for the function study. If we consider the equality / ine-
quality studied as a function, then solving some or demonstrating others is reduced to
studying the function considered. In this sense, Lagrange's theorem, Rolle's theorem
etc. come to help us.

Keywords: derivatives, intervals of monotony, convexity, concavity, extreme
points, critical points.

Ce este derivata?

Fief: D - R o functie continud de o variabild reala definitd in vecinatatea
unui punctx, din interiorul multimii D. Fie PeGy, P(xo,f(xo)). Fixdm un punct
QeGy din apropierea punctului P si fie ca Q(x,f(x)). Ducem dreapta PQ care va
uni punctele fixate pe graficul functiei. Dreapta PQ este 0 secanta a graficului

l functiei f (Figura 1). Notam:
o Ax = x = X0, Af(x) = f(X) = f(xo)

Aproximarea tangentei prin secanta PQ
nu reda atat de bine forma graficului functiei,

4 din care motiv mai fixam un punct Q'pe grafic
si ducem secanta PQ'. In acest caz, Ax i
s Af (x) 1si misoreaza valorile.

Observam ca aceasta aproximare este mai
bund, dar se poate si mai exact, de aceea mai
fixam un alt punct Q", mai aproape de punctul
P, de-a lungul graficului functiei f, si ducem
i - secanta prin acest punct. Respectiv, daca Ax

tinde la 0, atunci, conform datelor initiale
f(x0) P ’
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Fig. 1



despre functie, si anume continuitatea acesteia, rezultd ca si Af(x) tinde la 0, cu
alte cuvinte, punctul Q' se va apropia nelimitat de punctul P.

Tangenta la graficul functiei f in punctul PeGy reprezintad pozitia limitd a se-
cantei PQ atunci cand punctul @ tinde la P de-a lungul curbei G atat din stinga cét
si din dreapta.

Astfel:

. . X)—J (X
keg = Jjm ke = Jim 752
QEGf

Daca exista si este finita limita raportului dintre cresterea functiei f si creste-
rea argumentului
Ax = x — x,, atunci aceastd limita este derivata functiei f in punctul x;.
Rolul derivatelor in studiul functiilor
in analiza matematic derivata este utilizati la:
determinarea punctelor critice;
determinarea intervalelor de monotonie;
determinarea punctelor de extrem;
determinarea intervalelor de concavitate si convexitate;
determinarea punctelor de inflexiune;
schitarea graficului functiei.
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Problema 1. Fief:R* - Ro functie definitd de relatiaf(x) = e? Sa se
determine intervalele de concavitate si convexitate ale acestei functii.
Rezolvare: Pentru a determina intervalele de convexitate si convexitate vom
calculaf "(x) si vom rezolva ecuatia f(x) = 0.
D(f) =R
Pentru a calcula derivata a doua, mai
intéi calculam derivata de ordinul I:
, e¥\  e*(x—1)
x)=|—) =———;
' f ) (x ) x?
Apoi calculam derivata de ordinul II:
., e*(x — 1)\ e¥(x*—2x+2)
fx)= ( > ) = 3 :
x ., x
Rezolvam ecuatia f (x) = 0.
X —
e*(x? —2x+2) [ e =
x—3:0 = x2-2x+2=0

x3#0
[xE(Z)
=>{xe(z)

x#+0

@

’

Fig. 2

Deci nu exista puncte critice in raport cu derivata de ordinal II.
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Aflim semnele derivatei de ordinul II pe intervalele (—oo,0) si (0, +0).Pe
(—0,0) f'(x) <0, deci f(x) este concavid si pe (0,+) f(x) > 0, deci f(x)
este convexa.Schitdm graficul functiei (Figura 2).

Derivatele in algebria

Problema 2. Fie a, b € R pentru care este satisficuta relatia e < a < b. De
demonstrat ci a? > b,

Rezolvare: Studiem functia f(x) = x —alog, x, x € [a,b]. Functia este
definita si diferentiabild pe [a, b]. Calculam derivata functiei:

x=1-
f ) xlna . .
Conform conditiilor problemei x > asia>e = Ina>1 = prnen B In asa
mod:

a

f)=1-——2>0 = f 7pelab].
Dar atuncif (a) < f(b). Calculam valorile functiei f in punctele a si b:
fl@)=a—-aloga=a—a=0,f(b)=>b—alog,b=>b—log, b®
Raportand ultimele 3 relatii, obtinem:

0 < b —log,b*= b >log, b* = log,a’ >log, b* = a’ > b°.
Problema 3. Sa se arate ca In(x + 1) < x, pentru orice x € (—1, +).
Rezolvare: Realizim o transformare elementard: In(x+1)<x &

In(x + 1) —x < 0. Fie functia f: (—1,+») - R, f(x) = In(x + 1) — x. Avem de de-
monstrat ca f(x) < 0.Functia f este derivabild deoarece aceasta este compusa unor
functii elementare derivabile. Deci 1i putem calcula derivata:

—X

f)=>Unx+1)—x) _x+1_1_x+1
Domeniul de definitie al derivatei este la fel (—1, +o0).
, —X
fx)=0 < m—O:x—O

Calculdm f(0) = In(0 + 1) — 0 = 0. Aflim semnele pe intervalele (—1, 0] si
[0, +0).

Pe (—1,0]f'(x) > 0, deci functia creste, pe [0,4)f (x) < 0, deci functia
descreste. Rezultd ca punctul x = 0 este un punct de maxim global. Adica: f(x) <
f(0) vx € (—1,4+x), ceea ce este echivalent cu In(x + 1) < x Vx € (—1, +x).

Problema 4. Si se demonstreze ci ecuatia 3x> — 25x3 + 60x + 15 =0

are cel putin o solutie reala.

Rezolvare: Studiem functia f: R — R, f(x) = 3x> — 25x3 + 60x + 15 si i
aflam intervalele de monotonie. Pentru aceasta, mai intai, calculam derivata functiei:

f'(x) =15x* —75x2 + 60 = 15(x — 1)(x + D (x — 2)(x + 2)
x—1=0 x=1
x+1=0 x=-1
x—2=0 x =2
x+2=0 x=-2

Rezolvam ecuatia:f'(x) = 0 =
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Aflam semnele derivatei pe fiecare interval obtinut si limitele la capetele

domeniului de definitie:
xl_i)m(ﬁf(x) =—w f(-2)<0f(-1)<0f(@)>0f(2)> Oxl_i)rpwf(x) = +w

Alternarea de semne am obtinut-0 doar la capetele intervalului [—1,1]. Ne
amintim despre una din proprietatile functiilor continue pe un interval inchis si
marginit care ne spune ca: daca o functie continud pe un interval inchis si marginit
[a, b] ia valori de semne opuse la capetele intervalului, adica daca f(b) * f(a) <
0, atunci exista cel putin un punct x, € (a,b) a.i. f(xy) =0. [1]

Functia f(x) este continua pe intervalul [—1,1] si ia valori de semne opuse
doar la capetele acestuisegment, deci pe intervalul(—1,1)3f (x,) = 0, adica exista
cel putin o solutie reald a ecuatiei

3x5—25x3 +60x +15=10
situatd pe acest interval.

Problema5.Fie0 < c¢ < % De demonstrat ca 2¢ + rlz > 5,

Rezolvare:Sa analizam functia ajutatoaref (x) = 2x + xiz pe intervalul (0; %]
Ii calculam derivata:

, 2 2 .
f@=2-5=50G-1
Observam ca f'(x) <0 pentru 0 < x < % Respectiv, pe intervalul (Oﬂ
functia descreste, adica pentru 0 < ¢ < %, floy>f G) Dar f(c) =2c+ Ciz,
f (%) = 5, de unde rezulta ci inegalitatea 2¢ + ciZ > 5 este adevirata.

. b b _b-a, L
Problema 6. De demonstrat ca Ta <In-< Ta in conditiacd 0 < a < b.

Rezolvare: Pentru rezolvarea acestei probleme sa studiem functia logaritmica
f:(0,4+») = R, f(x) = Inx. Aceasta functie este continua pe [a, b], derivabila pe
(a,b), deci ii putem aplica teorema lui Lagrange pe segmentul [a, b], conform
careia, 3¢ € (a, b) astfel incat

f)-f(a) )
_ a1

Respectiv:

Inb-Ina 1 '
= deoarece f (x) =

Aplicand proprietatile logaritmilor obtinem ca:

1
P

In_ 1 b 1
—L=-=In-==(b—a).
h—a c a c
Observam ca partea dreapta a acestei egalitati ia valoarea minima pentru ¢ = b si
valoarea maxima pentru ¢ = a, de unde si obtinem inegaliatea ce trebuia demonstrata:
b-a b b—a
—<In-<—.
b a a

Problema 7. De demonstrat ca pe intervalul [0, g) are loc inegalitatea sin x +
tgx = 2x.
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Rezolvare: Introducem functia f(x) =sinx +tgx —2x si o studiem la
monotonie. Calculam derivata acestei functii:
(cosx)® — 2 (cosx)? + 1
(cos x)? h (cosx)?
Determinam punctele critice 1n raport cu derivata de ordinul I:
(cosx)® —2(cosx)?+ 1 (cosx)® —2(cosx)2+1=0
(cos x)?2 (cosx)? =0
Ca sd ne fie mai usor, facem substitutia cos x = t si aflam radacinile ecuatiei:
tB3-22+1=0=>0t-DE*-t-1)=0=t, =1
A . . . . 5 -5
Rezolvand ecuatia t? —t — 1 = 0 obtinem ¢ A= 5 i t, = %, t; = ! 2\/—.
Stiind ca |t| <1, obtinem ci t;,t; € DVA, iar t, € DVA, fiindcd |t =
1,|t,] > 1si 3] < 1.
Revenind la variabila x, avem urmétoarele:

f'(x) =cosx +

f)=0=

=o=>{

Dacit=1=> cosx = 1 = x = 2km, k € Z. in intervalul [O,g) se contine doar

o 1-V5 1-V5 .. . P .
unctul x = 0. Dacd t = —— = cos x = ——, adicd nu sunt radicini pe intervalul
2 2 p

[0.3)

Prin urmare, derivata functiei f pastreaza semnul constant pe intervalul [0, g)
Calculam f (g) = ;, deci pe intervalul [0, g) functia f'(x)este pozitiva, deci
functia f(x)este crescatoare. Deoarece f(0) = sin0 +tg0 — 2 * 0 = 0 si valorile
functiei cresc pe acest interval este evident faptul ca functia f(x) este pozitiva,

adicd sinx + tgx > 2x Vx € [0, g)
Concluzii. Existd un sir de probleme, in rezolvarea carora metodele specifice

algebrei nu sunt eficiente, insa, prin utilizarea metodelor analizei matematice, se redu-
ce considerabil insusi procesul de rezolvare, ajungandu-se la rezultat mult mai rapid.
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