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Abstract The paper deals with interpolating functions based on uniform and non-uniform
structures. Functions are either discreet or rather complicated. In the literature, the calculation
formulas of the interpolation polynomial Newton, Gauss, Stirling, Bessel and Heverette in the
equidistant nodes are specified. But these formulas are based on the application of a recurrent
formula for calculating the value of the polynomial for any point investigated. Thus, many of
the calculations are repeated. In order to optimize the work, the paper investigated the possibility
of determining the coefficients of the Newton interpolation polynomials in normal form without
performing repetitions. The paper examines the following aspects:

description of numerical methods of interpolation of functions;

the theoretical determination of the coefficients of the formulas in the definition of the interpolation
polynomials for a uniform discrete network for the concrete number of nodes;

defining the interpolation polymorph formulas by one or two parameters based on the determined
coefficients;

e a programming the formulas defined in the interpolation of functions in discrete or continuous mode.

For each variant used, examples of application are presented.

Consideratii generale de interpolare a functiilor. Interpolarea este o metoda de aproximare,
care permite obtinerea unei valori ¢(x) destul de apropiate de valoarea necunoscuta f(z) a functiei
f in punctul x € [a,b], diferit de nodurile z;. Interpolarea determina o functie ¢ cu o expresie
concretd, care aproximeaza functia f, cunoscutd in mod discret fard a avea expresia ei analitica [1].
Problema interpolarii consta in a uni valorile functiei in noduri printr-o curba astfel incat valoarea
obtinuta intr-un punct diferit de noduri sa fie aproximativ egala cu precizia indicata, cu valoarea
exactd necunoscuta.

Interpolarea se aplica si in cazul cand expresia functiei f(x) este cunoscutd, insd e prea complicata.
Deci, functia de interpolare ¢(x), de obicei, reprezinta o combinatie liniard de polinoame, functii
exponentiale sau trigonometrice.

Polinoamele de interpolare Lagrange si Newton. Polinomul de interpolare Lagrange are
forma [1]:

Py = ZLz’(I)f(ﬂ%) (1)

unde Li(x)sint combinatii liniare de functii 1, , x?, ..., T,, adicd L;(z) este un polinom de grad
mai mic sau egal cu n. Se calculeaza conform relatiei:
Li(x) = (x—z0)...(r —zi)(x —xipq) ... (x — xp) 2)

(IZ' — 330) . (l’lo — xi,l)(a:i — Q?i+1) e (x@ — l’n)
Polinoamele Lagrange au urméatoarele proprietati |2]:

L. zn:LZ(x) =1
i=0
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2. Polinomul L;(z) este invariant fatd de o transformare liniard a variabilei.
Proprietatea 2 permite de a scrie o formula mai simpla a polinomului de interpolare al lui Lagrange
in cazul nodurilor echidistante. Se trece la variabila ¢t dupa formula z = xy + th, unde h este pasul.
O altd metoda de interpolare este metoda lui Newton in diferente divizate. Se aplica notiunea de
diferente divizate de ordinul n, introduce prin expresia de forma [3|:
flzo, 1, -« oy Tpoa] — flon, @oy .. 2] 3)
Ty — Tp '
Polinomul de interpolare lui Newton are urmatoarea forma:

f[anxla"'vxn]:

P.(z) = f(xo) + (x — mo) fxo, 1] + (x — o) (z — 1) f[x0, 1, . — 2] + ...+ (4)
+H(x —xo) ... (r — 2 1) fTo, - Tn),
unde flzo, ..., z,| sunt diferente divizate.

Avantajul formulei lui Newton consta in aceea ci la adaugarea nodurilor termenii deja calculati
nu se schimba.

Prima si a doua formule ale polinomului de interpolare Newton. Formulele in diferente
finite se obtin in cazul nodurilor echidistante, adica pentru xy, 1, ..., x, are loc egalitatea:

xi—xiq:h,izl,Q,...,n. (5)
Tindnd cont de eroarea interpolarii, numerotam nodurile si le folosim intr-o anumita ordine. Se
numesc diferente finite de ordinul r expresiile:
Ay = Ay — Ay, (6)
pentru orice valori ale lui r. Aceste diferente pot fi calculate in mod recurent.
Proprietatea 1. Diferenta finita de ordinul n + 1 de la un polinom P, (z) de gradul n este nula.
Proprietate 2. Diferenta finitda de orice ordin se exprima si prin valorile functiei in noduri.
Prima si a doua formule ale polinomului de interpolare Newton se obtin din formula polinomului
de interpolare al lui Newton (4), inlocuind diferentele divizate prin cele finite. Prima formula a lui

Newton:

t(t; 1) tHt+1). ..n(!t Fn=) o -

Ea este mai bine adaptata la inceputul tabelului. Se observa, ca se lucreaza cu linia de sus.
A doua formula a lui Newton:

A2y0++

1
Py(zo + ht) = yo + ﬂAyo +

1 tt+1
Ea este mai bine adaptata la sfarsitul tabelului. In acest caz, se lucreazi cu linia de jos.
Determinarea coeficientilor polinoamelor de interpolare Newton in forma normala.

Fie prima formula a polinomului de interpolare Newton (7). Notam:

tt+1)...(t+n—1)
n!

A"y (8)

Ay A?yp) A"y
k0:y07k1:T7k2: 921 7"‘)kn: nl . (9)
Pentru a obtine formula polinomului de interpolare Newton in forma normala:
Pn<.l’0 -+ ht) =ag+ Cth + a2t2 + ..+ ant". (10>
trebuie de determinat coeficientii ag, a1, ao, ..., a, de pe langa parametrul t.

Fie n = 1. Nodurile sint ¢ si ;. Conform formulei (7) se obtine:
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P (zg + ht) = y0, tAyo.
Astfel, coeficientii de aplicare a formulei polinomului de interpolare Newton de forma (10) se
calculeaza dupa formulele:
ap = ko; a1 = k1. (11)
Fie n = 2. Nodurile sint z¢, x; gi x2. Conform formulei (7) se obtine:
PQ(ZL’O + ht) = ko + tk‘l + t(t — 1)k2.

Efectuand calculele necesare: Py(zg + ht) = ko + t(k1 — k2) + toks, coeficientii de aplicare a formulei
polinomului de interpolare Newton de forma (10) se calculeaza dupa formulele:

ag = ko; a1 = k1 — ko; ag = ko. (12)
In mod similar:
e pentru n = 3 cu nodurile zg, x1, x5 i x3se obtine:
ag = ko; a1 = k1 — ko + 2ks; ay = ko — 3ks; a3 = ks. (13)
e pentru n = 4 cu nodurile xy, x1, T2, x3 $i x4 se obtine:
ag = ko; a1 = k1 — ko + 2kg — 6ky; as = ko — 3ks + 11ky; a3 = ks — 6ky; ay = ky. (14)
e pentru n = 5 cu nodurile xy, x1, T2, x3, T4 siTs se obtine:
ag = ko; a1 = k1 — ko + 2ks — 6k + 20k5; as = ko — 3ks + 11ky — 49ks5;

az = ks — 6ky + 35ks; ay = ky — 10ks; ab_ks. (15)
e pentru n = 6 cu nodurile xy, x1, T2, x3, T4, T5 $i Tg se obtine:
ag = ko; al_ky — ko + 2k3 — 6ky4 + 20ks5 — 100kg; ag = ko — 3ks + 11ky — 49k5 + 265k; (16)
a3z = kg — 6k, + 3bks — 224kg; ay = ky — 10ks + 85kg; a5 = ks — 15kg; ag = kg.
Fie formula a doua a polinomului de interpolare Newton (8). Notdm:
ko = Yn, ki = Ayp_y, ky = AQ*;J'“, k= A;f/o. (17)
Efectuand aceleasi operatii ca si in cazul aplicarii primei formule a polinorﬂului de interpolare:
e pentru n = 1 cu nodurile x( i z; se obtine:
ag = ko; a1 = ky. (18)
e pentru n = 2 cu nodurile xg, x1 i x5 se obtine:
ag = ko; a1 = k1 + ko; as = ks. (19)
e pentru n = 3 cu nodurile xy, x1, T2 si 3 se obtine:
ag = ko; a1 = ky + ko + 2ks; as = ko + 3ks3; az = ks. (20)

e pentru n = 4 cu nodurile xy, x1, T2, x3 $i x4 se obtine:
ag = ko; a1 = ki + ko + 2ks + 6ky; ay = ko + 3ks + 11ky; az = ks + 6ks; ay = ky. (21)
e pentru n = 5 cu nodurile xg, x1, T9, T3, T4 si T5 se obtine:
ag = ko; a1 = ki + ko + 2k3 + 6ks + 20ks; ay = ko + 3ks + 11ky + 49ks;
az = k3 + 6k + 3bks; ays = k4 + 10ks; a5 = ks.
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e pentru n = 6 cu nodurile xg, x|, x9, T3, T4, T5 i Tg Se obtine:

ag = ]{?0, a; = k’l + k’Q + 2]{53 + 6k‘4 + 20k5 + 100]{36,
a9 — kz + 3]€3 + 11]€4 + 49k5 + 265]€6, a3 = kg + 6]€4 + 35k5 + 224k67 (23)
ay = k4 + 10]€5 + 85]€6; as = ]C5 + 15]{76; g = ]{76.

Concluzii:

e Aplicarea interpolérii permite determinarea valorilor functiei necunoscute in punctele diferite

de noduri;

Cregterea numarului nodurilor de interpolare are efecte secundare defavorabile, deoarece atrage
dupa sine cresterea ordinului restrictiilor. De aceea se recomanda de utilizat maximum 5-8
noduri, ceea ce si s-a efectuat in aceasta lucrare. Se pot construi formule si pentru mai multe
noduri, insa eroare de calcul creste exponential odata cu cregterea gradului polinomului;
Numarul de calcule la aplicarea formulelor in forma normala este considerabil mai mic ca la
aplicarea formulelor polinoamelor de interpolare in caz general;

Eroarea de interpolare este de ordinul A7 pentru 6 noduri, A7 pentru 7 noduri, h~“h® pentru 8
noduri, si A% — pentru 10 noduri, in caz, ca pasul h < 0.5. Pentru h > 0.5 apare o instabilitate
la aproximarea functiilor.
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