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Procesul instructiv contemporan in institutiile de invataméant superior solicitd cadrului didactic
schimbarea strategiei de predare, transformarea lui intr-un ghid sau trainer al studentului, iar
sala de curs trebuie sa fie transformata intr-un mediu de lucru colaborativ in care studentul
dezvolta competentele sale de explorare, invata sa formuleze intrebari esentiale, constructive,
,bune”. Investigarea problemelor de analizd complexad permit intelegerea profunda si autentica a
conceptelor de analizd reald, iar succesul poate fi obtinut aplicind invatarea bazatd pe proiecte
realizdnd o sinteza a rezultatelor din algebra, trigonometrie, analizd reald, geometrie si topologie.
Cuvinte-cheie: invitarea bazata pe proiecte, metode interactive, numere complexe,
functii elementare de variabila complexa, transformari conforme.

Contemporary instructional process in higher education institutions requires the teacher to
change his teaching strategy, transforming him into a student’s guide or trainer, and in the
same time the classroom should be transformed into a collaborative work environment in
which the student develops his exploration skills, learn to formulate essential, constructive,
"good" questions. The investigation of complex analysis problems allows a deep and authentic
understanding of real analysis concepts, and the success can be achieved by implementing project-
based learning by synthesizing results from algebra, trigonometry, real analysis, geometry and
topology.

Keywords: project-based learning, interactive methods, complex numbers, elementary
complex variable functions, conformal mappings.

Sistemul educational este in continua schimbare, reformele fiind orientate spre oferirea elevilor
a unei educatii de care au nevoie: centrata pe elev, adaptata la nevoile lui, la particularitatile
individuale si orientata spre comunitate.

Un profesor de matematica trebuie nu doar sa fie capabil sa explice materia scolara elevilor
cu diferite nivele de pregatire, dar ce este extrem de important — sa-i inspire sa invete. Pentru
aceasta el Tnsusi ar trebui sa-si dezvolte un anumit nivel de culturda matematica, astfel incat sa simta
necesitatea de a reflecta asupra intrebarilor de genul:

- Care au fost premisele de aparitie ale unui concept sau teoreme?
- De unde provine conceptul sau teorema studiata?

- De ce ar trebui sa cunoastem acest concept sau teoreméa?

- Unde putem aplica acest concept sau teorema?

Profesorul scolar de matematica nu va reusi sa cultive elevilor dragostea si interesul pentru
matematica, daca inca din perioada de formare initiala el insusi nu va simti importanta temelor pe
care le explica, daca nu va reusi sa vada frumosul in formulele pe care le discuta cu elevii, daca nu va
intelege pe deplin continuturile matematice, daca nu i se va aprinde pasiunea, admiratia, interesul si
entuziasmul pentru ceea ce preda.

In acest context remarcim importanta studierii bazelor Analizei complexe, intrucét intelegerea
completa a unor concepte din analiza reala este posibila doar analizdndu-le din perspectiva extinderii
la multimea numerelor complexe.
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Abordarea comparativa a continuturilor teoretice in cadrul unitatii de curs Analiza complexa
poate fi realizata prin metoda proiectului, invatarea bazata pe proiecte fiind o metoda de predare
sistematica care angajeaza studentii intr-un proces de cercetare structurat in jurul intrebarilor
autentice si complexe. In procesul de formare initiald a viitorilor profesori de matematica, in cadrul
unitatii de curs Analiza complexa le putem propune studentilor realizarea unui proiect cu tema ,Ce
este un numar?”. Scopul acestuia este investigarea evolutiei diferitor sisteme numerice si a evolutiei
conceptiei oamenilor referitoare la ce este un numar. Abordand acest studiu prin prisma instruirii
adaptive, prezentarea acestui proiect ar putea avea diferite forme, in dependenta de particularitatile
individuale ale studentului, in dependenta de stilul lui de invatare si anume: o prezentare PowerPoint,
un referat, un articol, un ziar de perete, un filmulet video, o inregistrare audio etc.

Unii studenti ar putea fi stresati de la descoperirea faptului ca originea aparitiei numerelor
complexe se afla in incercarea de a rezolva ecuatii cubice si nu patratice, asa cum se considera
generic.

In anul 1545 Girolamo Cardano, in lucrarea sa Ars Magna, pentru prima dati in istorie, noteazi
explicit radacina patrata dintr-un numar negativ, prezentand solutia ecuatiei de gradul trei de forma
az® + ax + b =0, precum si a problemei de aflare a doud numere care fiind adunate ar avea suma
10, iar produsul lor fiind 40. Cardano indica solutia pentru sistemul de ecuatii

{ zr+y = 10

ry = 40
in forma x =5 —+/—15si y =5+ v/ —15. Mai tarziu, in 1572, Rafaello Bombelli a definit numarul
imaginar i, ca raspuns la intrebarea: ,Care este radacina patrata din minus unu?”.

In secolul al XVII-lea, Gottfried Leibniz scria ,numerele imaginare sunt o gaselnita perfecta si
minunata a spiritului divin, aproape de amfibie intre fiinta si nefiinta”.

In secolul al XVIII-lea numerele complexe deja erau aplicate pe larg, de exemplu Johann Lampert
le utiliza pentru aplicatiile de proiectie, Jean D’Alembert le aplica in hidrodinamica, iar Euler,
D’Alembert si Lagrange le-au aplicat in demonstratiile incorecte ale teoremei fundamentale a algebrei.

Pentru a avea o intelegere clara despre unele rezultate din analiza reala, acestea ar trebui
examinate in diferite contexte si forme. Morris Kleine, in 1972, in lucrarea [1], scria ci ,cea mai
scurta cale dintre doua adevaruri in domeniu real trece prin domeniul complex”.

In manualul de matematica pentru clasa a XI-a [2] se mentioneazd cd in secolul al XVIII-lea
Leonard Euler a introdus notatiay/—1 = i, iar Carl Friedrich Gauss a numit numere de forma
a+ bi, a, b € R, numere complexe si se formuleaza definitia ,se numeste numar complex expresia de
forma a + bi, unde a, b € R, iar ¢ este un simbol cu proprietatea 2 = —1".

Consideram ca este important ca profesorul de matematica sa cunoasca ca numerele complexe
pot fi privite in diverse forme, ca de exemplu:

1. Perechi ordonate de doud numere reale (a, b), a, b € R.

Numere de forma a + bi, a, b € R.

Numere de forma p(cosp +isiny), p € Ry, p € R.
Puncte sau vectori pe plan.

Operatori (adica rotatii ale vectorilor in plan).

Matrice de forma:
a b
b a)’

AR ol S

cua, beR.
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7. Elemente ale unui corp comutativ (C, +,-).

Pentru rezolvarea unor probleme cu numere complexe, in anumite cazuri este mai simplu de aplicat
metode geometrice, iar pentru cunoasterea acestora, studentilor lise poate propune elaborarea unui
proiect cu tema ,Interpretarea geometrica a operatiilor cu numere complexe”. Realizarea proiectului
va asigura nu doar conexiunea dintre metodele algebrice si cele geometrice de rezolvare a problemelor,
dar si va solicita formarea competentelor de utilizare a unor aplicatii software pentru matematica
(ca de exemplu, Geogebra sau Mathematica). In cadrul acestui proiect studentii ar putea analiza
continutul modulului Numere complexe din manualul de liceu [2] si selecta acele probleme care
pot fi rezolvate atat pe cale algebrica cat si pe cale geometrica. De exemplu problema de aflare a
numerelor complexe z, care satisfac conditiile Im 2=3 si |z — i| = 2, poate fi redusa la rezolvarea
algebrica a sistemului de ecuatii

y = 3
22+ (y—1)2 = 2
dar poate fi analizata si din punct de vedere geometric ca multimea punctelor de intersectie a unei
drepte cu un cerc (cu centrul in punctul ¢ de raza 2).

Putem motiva interesul studentilor pentru studierea functiilor elementare de variabila complexa,
prezentandu-le abordarile diferite pentru valoarea logaritmului unitatii imaginare pe care le-au avut
Leibniz si Bernoulli, descrise de exemple in [3].

Leibniz afirma ca logi = 0, reiesind din faptul ca

log(—1)* = log 1?

si cum

2log(—1) =2logl =0
se deduce ca log(—1) = 0. Dar atunci

0 = log(—1) = logi* = 2logi
si deci logz = 0.
Bernoulli, pornind de la identitatea lui Euler
e =cosm+isinT = —1,
deduce ca log(—1) = 7 si prin urmare
e

1
log1 = = log(—1) = —.
0g 20g( ) 5

Disputa lui Leibniz si Bernoulli referitoare la valoarea logaritmului unitatii imaginare a fost
rezolvata de Leonard Euler.

Elaborarea unui proiect cu tema ,Studiul comparativ al functiilor elementare de variabila reala si
de variabila complexa”, este o posibilitate de a trece in revista principalele proprietati ale functiilor
elementare de variabila reala si cu siguranta va contribui la intelegerea profunda si explicatia
constienta a acestora. Functiile elementare de variabila complexa au unele proprietati neobisnuite
pentru restrictiile lor la axa reala.

Asa de exemplu, pentru functia de variabila complexa notiunea de grafic este irelevanta intrucat
reprezintd o multime de puncte Gy = {(z, w) € Cx C: z € Dy, w = f(z)} din R* care nu poate fi
reprezentata geometric. Studentul trebuie sa poata vedea functiile elementare de variabila complexa
ca transformari punctuale ale multimilor din planul variabilei z in planul variabilei w. De exemplu,
imaginea dreptei y = 1 din planul variabilei z la transformarea realizata de functia f(z) = 22 + 2
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2
este parabola u = %, veR 4]

Un specific al Analizei complexe, care o deosebeste de Analiza reala, consta in aceea ca ea studiaza
si aplicatii multivoce, numite multifunctii, prin care fiecarui punct z din domeniul de definitie al
functiei i se pun in corespondenta mai multe valori complexe w. Ca de exemplu, functia w = {/z
este o functie multiforma cu n ramuri uniforme.

Functia exponentiala w = e*, z € C are aceeasi dezvoltare in serie de puteri ca si functia e*, x € R
si se pare ca doar formal se inlocuieste = cu z :

2 n
ezzl+i+z—+-~~+%+~--,z eC.
Mai mult, se pastreaza si proprietatea de baza a functiei exponentiale
ee® = elz + )
pentru orice z, z € C.

Totusi, functia exponentiala de argument complex are unele proprietati ce ar putea surprinde
studentul. De exemplu, nu mai putem vorbi despre monotonia functiei, intrucat numerele complexe in
general nu se compara si in plus, ea este o functie periodica spre deosebire de restrictia ei la axa reala
care este o functie pozitiva strict crescatoare. Perioada functiei exponentiale este T' = 2kwi, k € Z
si faptul ca aceasta este pur imaginara pentru k # 0 ne asigura de lipsa contradictiilor cu cazul real.

Drept consecinta, functia inversa celei exponentiale, adica functia logaritmica este o functie
multivoca, ceea ce ne vorbeste de faptul ca nu doar capata sens logaritmul numerelor negative si al
celor complexe, dar si ca exista o multime infinita de valori pentru acestea,

Logz =1In|z| +iArgz = In|z| + iargz + 2kni, k € Z

Cu toate aceste diferente semnificative, raméan valabile formulele care exprima proprietatile
fundamentale ale logaritmilor:

Logz + Logzs = Log(z122),

2!
Logzy — Logzy = Log—,
Z2
pentru orice z, z5 € C*.

Puterea complexa a oricarui numar complex z se defineste prin relatia:

at = ezLoga.

Calculul puterilor numerelor complexe, ca de exemplu 1, ¢* uimesc prin rezultatele ce se obtin:
i _ _iLogl __ _—2km
1"=e =e kel
si pentru orice valoare intreaga k € Z.
Daca vom calcula puterea reald a numarului 1, vom obtine:

1% = cos(2kmar) + i sin(2kma)
unica valoare reald obtinandu-se pentru k£ = 0, iar celelalte valori fiind toate complexe.

Pentru 7* obtinem:
T okn
=e 2 ,keZ,

it = ezLogz
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care este reala pentru orice valoare k € Z, iar pentru £ = 0 avem:
T

iZ:e 2’

rezultat uimitor prin faptul ca uneste puterea unitatii imaginare cu numerele transcendente e si 7.
Functiile trigonometrice se definesc cu ajutorul functiei exponentiale prin formulele:
6iz + e—iz eiz _ e—iz

coOsz = —, sinz =
2 ’ 2

Prin calcule nemijlocite, studentul se poate convinge ca functiile sin z si cos z sunt periodice cu
perioada 27, functia sin z este impara, iar functia cos z este parda. Au loc toate relatiile trigonometrice
cunoscute din cazul real. Totusi o proprietate specifica functiilor complexe este aceea ca ele nu sunt
marginite, spre deosebire de restrictiile lor reale pentru care avem:

|cosz| <1, |sinx| < 1

pentru orice xz € R.
De aceea prezinta interes rezolvarea in cadrul proiectului a ecuatiilor de exemplu de forma:
sinz = 4, cos z = 31,
si constientizarea faptului lipsei rezultatelor contradictorii, intrucéat aceste ecuatii nu admit nici o
solutie reala.

Elaborarea acestor trei proiecte descrise mai sus cu siguranta va contribui la cresterea culturii
matematice a viitorilor profesori de matematica. Orele de curs in cadrul disciplinei Analiza complexa,
aplicand invatarea bazata pe proiecte, axata pe un studiu comparativ dintre cazul real si cel complex,
transforma sala de curs intr-un mediu colaborativ de invatare in care studentul dezvolta competentele
sale de explorare, produce materialele didactice proprii, iar unele probleme abordate chiar daca
vor solicita studentului mai mult timp de reflectii, vor ridica nivelul general de intelegere a multor
concepte fundamentale ale matematicii.
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