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CZU 681.3
COMPRESII DE DATE PRIN TRANSFORMARI ORTOGONALE
Ticiu Vitalie

In lucrare sunt prezentate metode de compresii de date prin transformari ortogonale, inclusiv transformata
Karhunen-Loeve. La aplicarea transformarii Karhunen-Loeve perderile de informatii sunt minime.

B pabore mnpemcTaBieHbl METOABI CKATHUS [HAaHHBIX TPH OPTOTOHAIBHBIX IpeoOpa3oBaHuil, BKIIOUAS
npeobpazoBarne KapyHner-JleBe. [Ipu nprMuneHue npeobpo3oBanust KapyHen-Jlese mnotepu uHpOpMaLmii
ABIIAIOTCS MUHUMAaIbHBIMH.

In this paper are presented methods of data compression through orthogonal transformation, inclusively the
Karhunen-Loeve’s transformation.

Introducere

Aceasta lucrare este orientatd spre dezvoltarea metodelor de compresie numerica.

A comprima un mesaj inseamnd a pastra numai acei parametri care sunt esentiali pentru
destinatar, ceilalti parametrii nu se transmit, respectiv nu se stocheaza. Sistemele de compresie
pot fi grupate in 2 categorii [1]:

e sisteme care utilizeaza transformari ce reduc entropia sursei;
e sisteme care utilizeaza transformadri ce conserva entropia sursei, dar reduc redundanta.

in ambele cazuri sursa de informatie poate fi o sursd discretd sau continua. Daci mesajul
este continuu, el se esantioneaza si de cele mai multe ori se cuantizeazi, respectiv sursa continua
este transformatd intr-o sursa discretd. Operatiile de compresie se efectueazd in general cu
marimi cuantizate, deci cu surse discrete, de unde si denumirea de compresie de date.

Transformdrile care conservd entropia sunt reversibile si se referd la surse discrete fara
memorie, cu debit controlabil. Prin codéri corespunzétoare (in general codarea Huffmann), sursa
de entropie este transformata intr-o sursd de entropie maxima (sau aproape ca ea), respectiv, se
efectueazd o operatie de reducere a redundantei. Simbolurile sursei de entropie maxima,
respectiv, de redundantd zero, sunt codate in cuvinte de lungime medie minima §i, in consecinta,
eficienta transmisiunii este maxima, iar stocarea lor se poate face in memorie de capacitatea mai
mica decét in absenta coddrii.

Metodele de compresie care conserva entropia sunt: codare cu pas variabil, toate tipurile
de modulatie diferentiald a impulsurilor in cod, inclusiv modulatia delta si metodele de
compandare.

Transformadrile care reduc entropia sunt transforméri reversibile, care introduc distorsiuni.
In functie de gradul de distorsiune admis, compresia realizatd poate fi mai micd sau mai mare.
Transformari ce reduc entropia sunt utilizate n special la compresia semnalului vorbirii si la
compresia semnalului de televiziune. Fiindcd in ambele cazuri destinatarul este un observator
uman, dacd se tine seama de particularitatile sistemului auditiv, respectiv vizual, se pot obtine
compresii foarte mari. Transformari ce reduc entropia sunt aplicate si in sistemele de telemetrie,
unde destinatarul nu este un observator uman. In acest caz, se poate defini o mésura cantitativi a
distorsiunilor admise si se poate defini un raport de compresie care depinde de aceste distorsiuni.

Transformdrile ortogonale sunt utile in compresia de date, fiindca fiecare vector in
spatiul transformat provine din combinatii liniare ale tuturor vectorilor din spatiul de baza.

Compresii de date prin transformari ortogonale
Daci considerdm o sursd de entropie maxima care in intervalul de timp D are N esantioane
care sunt cuantizate de K biti, atunci [2]:
Hy = NlogK. (D)
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Din aceasta relatie se vede ci pentru a reduce entropia este mult mai avantajos sd micgordm
numirul N de dimensiuni ale spatiului 1n care este reprezentat mesajul, decdt s& micsordm
numdrul de nivele de cuantizare, respectiv pe K, din cauzd ca H scade cu logk.

Eliminarea unor vectori din spatiul transformat are ca urmare cd se pierde ceva din
informatia referitoare la toti vectorii din spatiul de bazd, in loc si se piarda toatd informatia
privind vectorii din spatiul de baza eliminati in ipoteza in care compresia de date s-ar efectua in
acest spatiu de bazd. Mai mult, in spatiul de baza, unde componentele semnalului sunt
esantionate lui, nu se poate oferi nici o reducere a dimensiunilor spatiului, fiindca, mesajul fiind
stafionar, toate esantioanele lui au aceeasi dispersie o

Dacd efectudm 1nsé o transformare liniard, componentele in spatiul transformat nu vor mai
avea aceeasi dispersie. Componentele cu dispersii mai mici vor putea fi reprezentate de cuvinte
de lungime mai mica, eventual unele din componente pot fi neglijate. Dacd, in loc sé transmitem
cuvinte (numere) care sa reprezinte esantioane, transmitem cuvinte (numere) care reprezintd
componente comprimate cu spatiul transformat, efectuam o compresie de date. L.a punctul de
receptie se efectueaza transformarea inversa [2].

Dintre transformarile liniare cele mai avantajoase sunt transformdrile ortogonale.

Daca T este o transformare ortogonald, atunci:

T'T=1 ()
unde / - matricea identitate.

Din (2) rezulti ci transformarea inversa 7™ este egald cu 7'. Daci notdm cu X matricea de
date, care reprezintd semnalul la intrare presupus cu valoare medie mica:

x'= [x(0),x(1),..x(N-1)] (3)
prin transformarea 7" obtinem:

X =Tx “
unde

X' = [X(0),X(1),.. X(N-1)] (5)
este matricea datelor din spatiul transformat. Fiindca :

IX'x]| = x| si XX = [|x|f (6)
tindnd sear121a de (42) se obtine:

I = IX]| (7)

adica transformarea ortogonald conservad norma, cu alte cuvinte, prin transformarea ortogonala
nu se modifica puterea semnalului [2].
Transformare ortogonald este definitd de setul de vectori ortogonali {@;}.

T'= [00,¢1. ON-1] ®)
cu proprietatea:
0i ¢ = & ©)
Tinand seama de (8) si (4) putem scrie:

x=T' X = [@o,¢1.on-1]X (19)
N-1

sau: X = X(0)po + X()@; + ..+ X(N-D)op1= Y X))o (11)
i=0

Pentru a avea compresie de date reducem dimensiunea spatiului transformat de la N la M
cu N<M si in consecintd, obtinem:

N-1
x= > X()o; (12)
i=0
Eroare introdusa neglijand N—M termeni este:
E§=X— X
sau
N-1
&= X X1)o; (13)
i=M

Eroarea medie patratica este:
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e = ||x|[* = ex'ex (14)
Substituind (12) in (13) se obtine:
N-1N-1 N-1
e= ¥ XOX(Goi'o;= Y X@)? (15)
i=Mj=M i=M

Secventa de intrare x este caracterizatd static de matricea de covariatie K i, in consecintd,
vom ciuta si exprimdm pe € in functie de aceastd matrice. Functia de covariatie a datelor la
intrare este:

Kx =xx' (16)
Din (9) si (11) rezultd

X(1) = ¢ix,

care inlocuitd in (14) ne da:

) RS X J—
e= Y oix(9{x)' = > oixx"0; (17)
i=M i=M
sau tindnd seama de (16):

N-1
SzZ(Pith(Pi (18)
i=M

Problema care se pune este de a determina vectorii (matricele) ¢, respectiv, transformarea
T care sa minimizeze eroarea patraticd medie, fiind datd functia de covariatie K,. Minimumul lui
€ se obtine tindnd seama de constrangerea data de relatia (10). Utilizdnd metoda multiplicatorului
lui Lagrange, avem:

NS N-1 t
€Y 0K, 0i— X Ai(oio; - 1)
i=M i=M

sau
N .
e= Y {0iK,0; = Li(@{g; =} (19)
i=M
Pentru a gdsi minimumul ludm gradientul Ve, la relatia (19) si-1 adunam:
Voi{e} =0 (20)

Gradientul Vg, respectiv derivarea in raport cu matricea ¢, este o generalizare a notiunii de
derivata. Daca matricea K, este simetricd avem:

' Voi{piKxpi} = 2Kxo; (21)
si
Voi{eipi} = 20; (22)
Introducéand (21) si (22) in (20) obtinem:
Voi{e} = 2K — 2€i9; = 0, (23)
de unde:
Kx¢i = €ig; (24)

Din aceasta relatie rezultd, cd transformarea care da eroare medie patratica minima are ca
vectori de baza, vectorii proprii ai matricei de covariatie K, a semnalului considerat.
Inlocuind (24) in (19) obtinem:

N-1
€min = 27\‘1 ) (25)
i=M
unde 4, - valori proprii ale matricei K.

Transformarea definitd de (25) este optimd in sensul ci nici o altd transformare nu di o
eroare mai mica. Aceastd transformare se numeste Karhunen-Loeve.
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Compresie de date cu ajutorul transformatei Karhunen-Loeve
Un mesaj cu functia de covariatie K(f,t;) poate fi dezvoltat in serie cu coeficienti
necorelati, dacd functiile de reconstructie Uj(z) sunt solutii ale ecuatiei integrale [2]:

D
JK (11,1201 (t2)dt, = Aigit), (26)
0

unde K(7;,12) este nucleul ecuatiei, ¢;(¢) sunt vectorii-functii proprii si A, - valorile proprii.

Considerand momente de timp discrete:

ti=mT =m si t=nT=n, (T=1)

si introducénd notatia:

K(t1,t2) = K(m,n) = Kn(n),

integrala (26) poate fi scrisd sub forma de produs scalar:

N-1
(K= K (0); (n) = Aigi(m), m=0,1,...N-1. (27)
n=0
Acest produs scalar poate fi scris sub forma matriciala:
K(0,0) K@) - K(@ON-I) 9; (0) 0;(0)
K(1,0 K (L1 o K(,N-1 (1 (L
1,0) (L) ( ) ¢; (1) Y 9 (1) 28)
K(N-10) K(N-L) - KN-LN-DJlo;(N-D) (o;(N-1)
respectiv:
Kx(p,' = Xi(Pi (29)

Aceastd functie s-a obtinut din conditia ca dezvoltarea in serie cu functiile de reconstructie
@i(t) sé aiba coeficientii X(i) necorelati. Matricea de covariatie K, in spatiul transformat este:

Ky=XX' (30)
sau fiinded X = T, avem:
K= TXX'T'=TK,T' (31)
Dat fiind ca transformata Karhunen-Loeve are coeficienti necorelati:
oo = djjAi (32)
rezultd ca K este o matrice diagonala:
Ky = diag(Xo,A1,0--5AN-1)s 33)

unde valorile proprii 4; reprezintd dispersiile componentelor X(i) (de valoare medie nula).
Daca, 1n loc sd transmitem (sub forma cuantizatd ) toti parametrii X(7), transmitem numai
N-M, realizém o compresie de date cu o distorsiune datd de relatia:
Nj-1
Emin = Z A (34)
1=m

Numadrul N-M de componente X(i) pe care le putem neglija corespunde cu numadrul de
coeficienti A; din matricea de covariatie K, care pot fi neglijati.

Concluzii

Transformarile ortogonale sunt cele mai avantajoase, deoarece ele considerd entropia si
transformarea inversa se obtine usor, prin transpunere.

Din cauzi ca transformata Karhunen-Loeve nu are algoritm de calcul rapid, determinarea
vectorilor proprii ai matricei de covariatie este dificild si este rareori folositd, preferandu-se
transformari suboptimale. Ea este insa deosebit de utild ca referintd, permitdnd si se calculeze
cat de mult se indeparteaza o anumita transformata de optim.
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