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PARADOXURILE TEORIEI MULTIMILOR $I PROBLEMELE FUNDAMENTELOR
MATEMATICII

Stefaniti lon, Gasitoi Natalia

In lucrare sunt cercetate unele paradoxuri ale teoriei multimilor, care au condus la un studiu sistematic al
fundamentelor matematicii si logicii.

B naunsoi pa60Te pacCMaTpUBAIOTCSI HEKOTOPBIC MAPATOKChI TCOPHUU MHOXKECTB, KOTOPBLIC MPHUBEIN K
CUCTEeMATHYECKOMY UCCIIE€O0BAHWIO OCHOB MATEeMATHKKH Y JIOTUKH.

Some paradoxes of set theory, which required a systematic study of fundaments of mathematics and logic, are
exposed in this paper.

Teoria mul{imilor, elaboratd de Cantor, la faza initiala a intalnit neincredere §i dusmaénie
din partea multor matematicieni, insé pe la sfarsitul secolului XIX a inceput sa fie folosita in cele
mai importante domenii ale matematicii. Insa in acel moment cand rezultatele lui Cantor au fost
recunoscute definitiv, au fost descoperite primele paradoxuri ale teoriei multimilor [1].

Dupa cum se stie, multimea constd din elemente, iar elementele multimii, la randul lor, pot
fi si ele multimi. Si atunci, dacd multimea in calitate de elemente poate contine diferite multimi,
se iveste intrebarea: poate oare multimea sa se contind pe sine insdsi in calitate de element?

Este clar cd multimea numerelor naturale nu este numér natural i, prin urmare, nu se
contine pe sine in calitate de element. Mulfimea care nu se contine pe sine 1n calitate de element
o vom numi obisnuitd, iar mulfimea care se contine pe sine in calitate de element o vom numi
neobisnuitd.

Dam urmétoarele exemple de multimi neobignuite.

1. Cercetam multimea tuturor multimilor si o insemnam prin U. E clar cd U se contine pe sine,
fiindca contine toate multimile, dar ea este multime.

2. Multimea notiunilor abstracte este si ea Insdsi o notiune abstracta si deci se contine pe sine in
calitate de element.

S3 cercetam acum multimea S a tuturor multimilor obisnuite. Aceastd multime S poate fi
ori obisnuitd, ori neobisnuitd. S& cercetim aceste posibilitati. Presupunem cd S este multime
obisnuita. Insa S contine in calitate de elemente toate multimile obisnuite. De aceea S&S si deci
este neobignuitd. Aceasta contrazice presupunerii. Admitem ci S este neobisnuitd. In asa caz,
conform definitiei multimii neobignuite, S se contine pe sine in calitate de element si, deoarece S
constd numai din multimi obisnuite, conchidem cd S este mulfime obisnuitd. Si aceasta
contrazice presupunerii.

in asa fel, S nu poate fi nici obisnuitd si nici neobisnuitd. Acesta este paradoxul ori
antinomia Iui Russell.

S3 cercetdm acum antinomia lui Cantor. Fie U multimea tuturor multimilor si U™ multimea

tuturor submultimilor lui U. Atunci multimea U™ are puterea mai mare ca U (teorema Cantor-
Bernstain), ceea ce este paradoxal, fiindca, dupd definitie U, este multimea ce contine toate
multimile in particular si pe cele ce apartin lui U . Paradoxurile teoriei multimilor au trezit la
matematicieni interesul de a supune unui studiu sistematic bazele matematicii si logicii.
Subiectul autentic care apartine fundamentelor matematicii il constituie natura §i semnificatia
matematicii, probleme care au suscitat indelungate si fecunde controverse, explicate dupa unii
autori prin faptul ca dezvoltérile “tehnice” datorate lui Boole, Cantor, Dedekind, Schroder,
Frege, Weierstrass, Peano, Zermelo au fost insotite la inceputul secolului al XX-lea de programe
ce au asumat conceptii filozofice rivale, in esentd absolutiste: /ogicismul elaborat de Russell,
plecand de la ideile lui Frege, a propus unificarea matematicii prin reducerea sistematicd a
parfilor ei la cele mai elementare si generale parti — logica si notiunea de multime; formalismul
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(programul lui Hilbert) care a absolutizat studiul structurilor simbolice ale limbajului matematic,
incepand sd explice utilizarea lor in termenii regulilor sintactice a caror justificare urma si fie
garantatd de demonstratii de consistentd; intuitionismul, care emerge din tendinte avansate de
Kronecker si Poincare, dar care au fost inspirate si de unele idei ale lui Kant, a enuntat
renuntarea radicald la utilizarea clasica a limbajului si logicii §i a cerut o limitare severd a
tipurilor de constructii matematice admisibile.

Sa cercetdm cateva probleme principale, ce stau In fata stiintei in legdturd cu studierea
infinitului. Ne-am obignuit sd acceptdm o conceptie naivd asupra uneia dintre cele mai
tulburdtoare probleme — problema infinitului. Analiza profundd a acestei notiuni a adus la
divizarea infinitului in infinit potential si infinit actual. Matematicienii se intilnesc cu infinitul
pentru prima data studiind infinitul. Unitatea este numadrul initial. Addugénd la ea numarul 1,
obtinem numarul 2. Adiugind la numarul 2 o unitate, obtinem numarul 3 5. a. m. d. Vom
considera cd, obtindnd un oarecare numdr natural n, noi putem face incd un pas si obtinem
numarul n+/. In asa mod noi admitem abstractia infinitului potential. Noi consideram ca in
constructia expusa dupa fiecare pas existd urmatorul pas.

In multe intrebari ale matematicii multimea numerelor naturale N={1,2,...n....} se
cerceteazd ca un tot intreg, dar aceasta inseamna cd procesul ardtat mai sus de alcituire a
numerelor naturale este considerat finisat. In asa mod e folosita abstractia infinitului actual.
Abstractia infinitului actual prezintd admiterea posibilitdtii de finisare a unui proces infinit.
Aritdm cd, construind numere reale, noi esential folosim abstractia infinitului actual. Cercetam,

de exemplu, modul cum se construieste numarul V2 . Fie AB segmentul ce reprezintd diagonala
patratului cu lungimea laturii egald cu unitatea. Vom masura segmentul AB. Unitatea de lungime
se va suprapune pe el o singurd datd si va mai riméane un careva rest. Divizdm unitatea de
lungime In 10 pérti egale si a zecea parte o suprapunem pe restul ramas din diagonala 4B. Ea se
va suprapune de 4 ori, iarfigi va rdmane un careva rest. Dupa aceasta divizam unitatea de lungime
in 100 parti egale si suprapunem pe rest a suta parte din unitate §. a. m. d.; facand 7 pasi de asa
fel noi vom obtine numarul 1,414213. (Dacd noi vom construi in acest mod numarul =, atunci
facand 16 pasi de mdsurd respectivi vom obtine numdrul 3,141592653589793). Aplicand

abstractia infinitului potential, vom socoti, ¢d constructia aratati a numarului V2, dupa fiecare
pas urmeazd urmadtorul pas, adicd procesul poate fi prelungit ori de céte ori vrem. Ins3 nu ne
oprim in géndirea noastréd la aceasta, dar consideram ca procesul méasurarii e finisat. In rezultatul

acestei constructii noi vom obtine o fractie zecimala infinita. Ea si se numeste numarul ¥z,

Numirul +/2 il cercetam ca un singur obiect cu toate semnele zecimale ce se contin in el.
Studiind acest numar noi, in asa fel, considerdam procesul de masurare a lungimii segmentului
AB, ce reprezintd diagonala pétratului cu latura unitate, finisat.

Studiind multimea numerelor reale, noi consideram finisate procesele de mdasurare a
lungimilor tuturor segmentelor.

Subliniem cé analiza matematicd si geometria analiticd au la bazi notiunea de numar real.
Prin urmare, la baza matematicii clasice std abstractia infinitului actual. Reprezentantii diferitor
scoli stiintifice se opun folosirii acestei abstractii. Aici ei subliniazd cd abstractia infinitului
actual nu se bazeaza pe rezultatele experimentale ale stiintei naturale.

“Insa in matematica clasicd teoria numerelor reale se construieste nu ca teoria obiectelor
constructive de tip determinat, predestinate pentru exprimarea informatiilor concrete despre
marimile fizice, Insa ca teorie, obiectele careia prezintd unele inchipuiri formate in imaginatia
matematicianului in rezultatul proceselor complicate de idealizare. In calea dintre procesele de
masurare a marimilor fizice si acele inchipuiri, care sunt legate de termenul “numar real”, sta
abstractia infinitului actual” [2].

Sd ne oprim acum la legea tertului exclus, care se aplicd pe larg in matematica clasica.
Daca este ardtat cd afirmatia 4 este justd, atunci de aici imediat rezultd, ci afirmatia A, ce

prezint negarea lui 4, este falsi. Si invers, din justetea Iui A rezulta falsitatea lui A.
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Pe aceste rationamente este bazatd metoda demonstratiei de la contrariu. Astfel, de
exemplu, afirmand ca existd numdar rational, patratul cdruia este egal cu 2, ajungem la
contrazicere. Prin urmare, presupunerea facuta este falsa. De aici conchidem ci nu existd numar
rafional pdtratul cdruia este egal cu 2. Legea tertului exclus se foloseste, de asemenea, la
demonstratia teoremei despre puterea multimii submultimilor multimi date.

Teorema Cantor-Bernstain afirma cé puterea multimii submultimilor multimii date este mai
mare decat puterea multimii date. Este clar ca legea tertului exclus este justd cand este aplicati la
multimi finite. Insd legile multimilor finite nu pot fi transferate in mod mecanic la multimile
infinite.

Sa cercetam mai atent legea tertului exclus. Fie c¢a avem o multime finitdi de numere
naturale. Punem intrebarea: este in aceasti multime numir ce se imparte la 3? Intrebarea se
rezolvd prin incercdri nemijlocite. Privim primul numér. Daca el se imparte la 3, intrebarea e
rezolvatd, dacd nu se Imparte, trecem la urmatorul numar s.a.m.d., pana cind nu ajungem la
ultimul numar. Este clar ca pentru multimile finite sunt posibile doud concluzii, ce se exclud
reciproc:

1) in multimea data este numar ce se imparte la 3 (afirmatia 4);
2) in multimea dati nu este numar ce se imparte la 3 (afirmatia 4 ).
Dam incd un exemplu. Fie datd o careva fractie zecimald finitd N,o,a,..«,. Punem

intrebarea; se vor gési in aceastd fractie 4 de unu la rand? Ca si in exemplul precedent, putem
raspunde la aceastd intrebare prin privirea nemijlocitd la fractie de la inceput spre sfarsit. Si in
acest exemplu sunt doud posibilitati:
1) seintilnesc la rdnd patru unitati (afirmatia 4);
2) nu se intdlnesc la rand patru unititi (afirmatia 4 ).

Fie acum ca avem o fractie zecimald neperiodici infinitd. De exemplu, numarul

V2=1,4142135624...
Punem aceeasi intrebare: se intdlnesc oare in aceastd fractie patru unitati la rdnd sau nu. Noi
acum nu putem sd observdm toate semnele zecimale ale acestei fractii, fiindca ele sunt o

infinitate. Ce este inclus in afirmatia: “in inscrierea numérului +2 se intdlnesc la rand patru
! p
unitati”?
Se poate de afirmat urmaétoarele “noi am gésit locul, incepand de la care se gasesc la rand
patru unitati”. Afirmatia opusd “noi nu am gasit asa loc” incd nu inseamna ci asa loc nu exista.
Negarea primei afirmatii ar avea sens numai in cazul, dacd noi am fi putut demonstra ci

presupunerea existentei a patru unitdfi la rand contrazice legii formarii numdrului 2.
Afirmatiile: “am gasit locul unde se afla patru unitati la rand” si “am ajuns la contrazicere,
presupunand, ca locul cu patru unitéti exista” — prezintd doud afirmatii pozitive, fiecare dintre ele
avind continutul sdu propriu, independent de continutul celeilalte (nu trebuie sd confundam
afirmatia a doua cu afirmatia “am ajuns la contrazicere cu afirmatia ci exista loc cu patru unitati
larand”).

Despre doud afirmatii pozitive, fiind chiar incompatibile una cu alta, nu se poate spune
dinainte ca ele se exclud una pe alta si ca nu este posibila o a treia afirmatie. Cu alte cuvinte, la
doud afirmatii pozitive poate fi neaplicabild legea tertului exclus, conform careia negarea unei
afirmatii Tnseamna justetea celeilalte. Asa ca, dacd afirmatia “am gasit locul” este falsa, de aici
deloc nu rezultd, cé afirmatia “am ajuns la contrazicere” e justa.

Avéand afirmatiile de mai sus, in mod explicit se iveste urmatoarea intrebare. Cum trebuie

de inteles afirmatia: “ in inscrierea numarului V2 se intalnesc la rand patru unitati”? Cu alte

A

cuvinte, cum de inteles afirmatia :”in inscrierea numarului V2 exista loc pe care stau la rand
patru unitafi”? Unul din raspunsurile la aceasta intrebare consta in aceea de a gési acest loc, de a-
| ardta, de a-1 construi. In asa fel, se iveste intrebarea fundamentald despre aceea ce trebuie de
infeles prin “exisfentd” 1n matematicd, la care reprezentantii diferitor directii si scoli dau
raspunsuri diferite.
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Sa ne amintim ca ipoteza continuumului pune intrebarea despre existenta multimii, puterea
careia este mai mare decat puterea mulfimii numerabile si mai mica decat puterea continuumului.
Este clar ca aceastd problemad este legatdi de cele mai de bazd intrebari din domeniul
fundamentelor matematicii. Inainte de a rezolva aceasta problema, este necesar de a ne lamuri ce
sd intelegem prin afirmatia “exista”.

Sa subliniem ca refuzand abstractia infinitului actual si legea tertului exclus in aplicatie la
multimi infinite conduc la reconstruirea fundamentala a tuturor domeniilor matematicii clasice.
Adeptii acestei reconstructii obtin rezultate ce se deosebesc esential de teoria clasicd. De
exemplu, ei au o atitudine negativa fatd de asa numitele teoreme de existentd “curatd”, adica
teoreme, in care se demonstreazd existenta unui obiect, fird a se ardta metoda gasirii acestui
obiect. Asa este, de exemplu, teorema lui Bolzano-Cauchy. Pentru functia continua pe segmentul
[a,b] ce primeste la capetele lui valori de semne opuse ea demonstreazd existenta unui aga punct
cefa,b] in care functia primeste valoarea zero. Insa teorema nu da metoda de gasire a acestui
punct.

Reprezentantii directiei constructive in matematicd nu aratd numai cd teoremele de
“existentd curatd” nu dau algoritmul corespunzator, dar si demonstreaza ci pentru un sir dé
teoreme astfel de algoritm e imposibil.

Insd in vremea actuald, majoritatea matematicienilor sunt dusmanii unei reconstructii
radicale a matematicii clasice. Ei se strdduie sd pastreze tot ce e acumulat §i e pretios in
matematicd. Pentru aceasta in teoria multimilor sunt introduse asa restrictii, care exclud
paradoxurile descoperite in ea si, In acelasi timp, pdstreaza acea parte a teorieli, care este necesara
pentru constructia clasicd a matematicii.

Printre diferitele directii in lucrul efectuat pentru a crea o bazi mai trainici a teoriei
multimilor se evidentiazd cea mai fructuoasd, i anume directia axiomaticd. Oricare nu ar fi
punctul de vedere fatd de paradoxurile descoperite in teoria multimilor, este necesar de evidentiat
clar acele rationamente care aduc la contrazicere. Cea mai convenabild pentru acest tel este
metoda axiomatica.

Pentru teoria multimilor se creeaza baza axiomaticd, asemenea bazei geometriei elementare
(si ne amintim sistema de axiome ale geometriei expusa in cursul scolar). In ea nu se defineste
ce este “mulfime”, ce este “element”, ce inseamna cd “elementul apartine multimii”, Insd intr-un
sir de propozitii (axiome) sunt enumerate toate conditiile, care se suprapun acestor notiuni.

Cu ajutorul acestor conditii, notiunea de multime este ingustatd atdt, ca si fie excluse
situatiile care duc la contrazicere si, in acelasi timp, sa fie pastrate dupa putinta toate rezultatele
teoriei multimilor, pe care se bazeaza matematica clasica.

S ne oprim mai detaliat la caracterizarea metodei axiomatice. Orice notiune introdusd in
teoria matematicd trebuie si fie definita exact (precis). Insa, dupa cum stim, fiecare definitie
conduce notiunea noud la cele cunoscute mai inainte. In asa fel, constructia oricirei teorii trebuie
de inceput de la careva notiuni primare (initiale, de baza).

Pentru a evidentia notiunile de baza, fatd de ele se formuleazd unele propozitii, numite
axiome, in care se determind relatiile dintre aceste notiuni. Indicarea sistemului de axiome
prezintd o metodd de definire a notiunilor noi. Unul si acelasi sistem de axiome poate fi
satisfacut de diferite totalitati de obiecte. Fiecare totalitate de obiecte, pentru care e just sistemul
de axiome, se numeste interpretarea acestui sistem. Fiecare domeniu al matematicii, de exemplu,
aritmetica ori geometria, incepe constructia sa cu evidentierea unui numar (dupéd posibilitéti
minimal) de notiuni primare. De exemplu, notiunile de baza ale geometriei sunt punctul, dreapta,
planul si cateva altele. Notiunea de baza a aritmeticii este numarul natural.

Altd constructie a aritmeticii se efectueazd pe baza unui sistem de axiome. Notiunile
initiale ale teoriei sunt: multimea N, elementele céareia se numesc numere naturale; evidentierea
in aceastd multime a elementului 1, numit unitate; relatia binard “elementul 5 urmeaza nemijlocit
dupd elementul a”. aceste notiuni se definesc cu ajutorul urmatorului sistem de axiome (numite
axiomele lui Peano):

[. Unitatea nu urmeaza nici dupa un alt numaér natural.
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II. Pentru oricare numdir natural existd unul §i numai un singur numar natural ce urmeaza dupa
acest numadr natural.

[I. Oricare numadr natural, in afard de 1, nemijlocit urmeazad dupa unul $i numai dupd un singur
numar natural.

[V.Axioma inductiei. Dacd submultimea A/ a multimii N contine 1 si de rdnd cu elementul x
contine, de asemenea, elementul y, care nemijlocit urmeaza dupa x, atunci M coincide cu N.

Toate teoremele aritmeticii se demonstreazd pe baza acestor axiome. Construirea
aritmeticii pe baza sistemului de axiome, este legat de unele greutati. Chestiunea e intr-aceea ca,
introducand careva sistem de axiome, este necesar de stabilit ci el nu este contradictoriu.

Sistemul de axiome nu este contradictoriu, dacd capatand din el diferite consecinte logice,
niciodatd nu vom primi in acelasi timp justetea si falsitatea unei afirmatii, adicd nu vom stabili ca
afirmatiile 4 si A4 sunt juste simultan.

Daca sistemul de axiome este contradictoriu, atunci folosind-o se poate demonstra tot ce
doresti, de aceea el nu are nici o valoare.

In lucririle destinate fundamentelor matematicii este necesar de cercetat esenta
matematicii, premisele si telurile ei, raportul ei fatd de alte domenii ale stiintei. Catre aceste
intrebari filosofice se alipesc cercetdrile problemelor constructiei matematicii, a structurii ei, a
metodelor sale de demonstratie.

Concluzii

Studiul fundamentelor matematicii nu se circumscrie domeniului strict al matematicii, cici,
desi nu este izolat de dezvoltarea matematicii, se inspird ca tematica si metodicd din disciplinele
dincolo de frontiera acestei stiinte.

La problema fonddrii nu se poate rdaspunde invocand rezultatele obtinute, cdci, spune
Mostowski, “chestiunea fondérii matematicii nu reprezintd o problema concretd singulara care
poate fi rezolvatd odatd pentru totdeauna, pentru a fi datd apoi uitérii (...) Natura si obiectul
matematicii au constituit din vremurile stravechi obiectul consideratiilor filozofilor si nu incape
indoiald ci ele vor raméane asa si pe viitor. In acelasi timp, insdsi matematica evolueazd cu
timpul, ceea ce atrage dupa sine necesitatea modificérii conceptiilor asupra fundamentelor sale.
Trasatura distinctivd a cercetdrilor actuale In fundamentele matematicii este pierderea partiald a
caracterului lor filozofic, faptul cé ele au cépéatat un caracter matematic”. Marile “impasuri” sau
“crize” fundationale ale matematicii — aparitia numerelor irationale, a geometriilor neeuclidiene
si, In deosebi, a paradoxurilor — au stimulat gi intretinut efortul si reflectia filozofici, au relevat
rolul analizei filozofice si al solutiilor, ipotezelor filozofice. Gratie cercetarilor dedicate
fundamentelor matematicii a aparut ramura ei rodnica — logica matematica, obiectul careia este
evidentierea si sistematizarea proceselor logice, folosite in demonstratiile matematice.
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